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IntroduçãoRiemann, no séulo XIX, lassiou a equação hipergeométria de Riemannutilizando apenas informações do tipo topológio e algébrio. A equaçãohipergeométria de Riemann é uma equação diferenial de segunda ordemsobre IP1 om três singularidades regulares, as quais podemos onsiderar quesão 0; 1 e 1:Os trabalhos de Riemann serviram de inspiração ao moderno oneito deorrespondênia de Riemann-Hilbert. A orrespondênia de Riemann-Hilbertestabelee uma equivalênia de ategorias entre as onexões meromorfas emIP1 om singularidades regulares em fx0;    ; xng e a ategoria dos sistemasloais sobre IP1 n fx0;    ; xng: Por sua vez lassiar estes sistemas loaisnão é mais do que lassiar as sequênias de n + 1 matrizes invertíveis amenos de onjugação simultânea. As lasses de onjugação dessas matrizessão as monodromias loais.Tendo em vista o estudo da equação hipergeométria de Riemann de umponto de vista moderno é feita a lassiação das representações 2  2 dogrupo livre om dois geradores. O propósito do estudo destas representaçõesentra-se nos fatos de que à equação hipergeométria de Riemann orres-ponde um sistema loal de rank 2 sobre IP1 n f0; 1;1g e de que o grupofundamental 1(IP1 n f0; 1;1g; ) é um grupo livre om dois geradores. Alassiação das representações 2  2 do grupo livre om dois geradores éfeita em duas etapas: a primeira onsiste no estudo das representações irredutíveis, a segunda onsiste no estudo das que não são irredutíveis.Uma representação diz-se irredutível se as n+ 1 matrizes de rank k são taisque < 0 > e C k são os únios subespaços invariantes pela a ação de todasas matrizes. Como orolário desta lassiação obtemos a lassiação dossistemas loais assoiados à equação hipergeométria de Riemann, om avantagem de que esta foi feita reorrendo apenas a métodos algébrios.Riemann reonstruiu a equação hipergeométria onheendo os expoentes,os quais permitem-nos alular as monodromias loais. A questão interes-1
sante que se oloa no seguimento das ideias de Riemann é: -quando é que asmonodromias loais determinam o sistema loal a menos de isomorsmo? Noaso armativo dizemos que o sistema loal é rígido. Esta noção foi estudadapela primeira vez, na última déada por N. Katz e Carlos Simpson. Este éum oneito interessante pois quase todas as equações diferenias onheidastêm assoiados sistemas loais que são rígidos. É interessante salientar que alassiação dos sistemas loais de rank k sobre IP1nfx0;    ; xng orrespondea dar n + 1 matrizes invertíveis de rank k denidas a menos de onjugaçãosimultânea, e que o oneito de rigidez orresponde a um enfraqueimentodesta ondição, uma vez que passa a ser só dada a lasse de onjugação deada matriz.Na sequênia da generalização das ideias de Riemann a questão que seoloa é saber quando é que um sistema loal é rígido. O lema de Simpsonfornee uma resposta parial a esta questão, ao dar uma ondição suientepara a rigidez de um sistema loal de rank k sobre IP1 n fx0;    ; xng:
2
Capítulo 1Grupos e Algebras de LieNeste apítulo apresentaremos as noções de grupos e álgebras de Lie estri-tamente neessárias à ompreensão do Lema de Simpson. Para a elaboraçãodeste apítulo foram onsultadas as Referênias Bibliográas: [1℄, [5℄, [6℄,[13℄, [14℄, [16℄ e [17℄.Denição 1.0.1 Um grupo de Lie G é uma variedade analítia omplexade dimensão nita munida de uma estrutura de grupo para a qual a multipli-ação : : GG  ! G(g; h) 7 ! g:he a inversão  1 : G  ! Gg 7 ! g 1são holomorfas. O elemento unidade será designado por e:O grupo de Lie G será suposto de base numerável.Para ada g 2 G as apliaçõesLg : G  ! G; Rg : G  ! Gh 7 ! gh h 7 ! hgsão, respetivamente, a translação esquerda e a translação direita porg: Como Lg Æ Lh = Lgh e Rg Æ Rh = Rgh; (Lg) 1 = Lg 1 e (Rg) 1 = Rg 1 ;logo Lg e Rg são difeomorsmos.Um ampo vetorial em X diz-se invariante à esquerda se é Lg--invariante para qualquer h 2 G; i.e. seXgh = Lg(Xh)def= dLg(Xh) 8g; h 2 G:3
4 CAPÍTULO 1. GRUPOS E ALGEBRAS DE LIEDenição 1.0.2 Dado um vetor  2 TeG; X é o seguinte ampo vetorial:X(g) = dLg(e)() 8g 2 G:Seja L(G) o onjunto dos ampos vetoriais de G invariantes à esquerda,então as apliações1 : L(G)  ! TeG; 2 : TeG  ! L(G)X 7 ! Xe  7 ! fg 7! X(g)gsatisfazem 1Æ2 = idTeG e 2Æ1 = idL(G); onsequentemente TeG e L(G)são espaços vetoriais isomorfos. L(G) é uma subálgebra de Lie de (G)pois para qualquer f 2 OG(G); g; h 2 G temosLg[X; Y ℄h(f) = dLg (Xh(Y f)  Yh(Xf))= dLgXh(Y f)  dLgYh(Xf)= Xgh(Y f)  Ygh(Xf)= [X; Y ℄gh(f):Podemos então denir uma álgebra de Lie emTeG dada por [; ℄ = [X; X℄(e)para ada ;  2 TeG:Denição 1.0.3 O espaço vetorial TeG on esta estrutura de álgebra deLie é hamado a álgebra de Lie de G e é denotado por g; ou, se houveralgum perigo de onfusão, por gG ou L(G):Para ada  2 TeG seja  a urva integral de X que passa em t = 0: : C  ! Gt 7 ! exp(t)Como X é invariante à esquerda o seu uxo é ompleto. Com efeito odomínio de existênia da urva integral de X om ondição iniial g é omesmo que o orrespondente á ondição e; pois se (t) é uma urva integralem e; g:(t) é uma urva integral em g: Consequentemente  está denidopara todo o t 2 C :O próximo argumento mostra que para quaisquer s; t 2 C ;(s+ t) = exp(s+ t) = exp(s) exp(t) = (s)(t) (1.1)
5i.e.  é um homomorsmo analítio do grupo (aditivo) C em G: Fixemoss 2 C e denamos 	: C  ! Gt 7 ! (s)(t) = L(s)(t)então 	 é uma urva integral de X om ondição iniial (s) em t = 0 pelainvariânia à esquerda de X: Porém : C  ! Gt 7 ! (s+ t)é uma urva integral de X om ondição iniial (s) em t = 0 pois (0) =(s) e ddt (s+ t) = dd(s+ t)(s+ t) = X ((s+ t)) :Consequentemente  = 	 devido à uniidade da solução.Denição 1.0.4 A apliaçãoexp : TeG  ! G 7 ! (1)é hamada a apliação exponenial da álgebra de Lie de G em G:A apliação exp é holomorfa. Com efeito seja Z o ampo vetorialem G  g denido por Z(g; ) = (X(g); 0): Veriamos failmente que oseu uxo é Ft(g; ) = (g; exp t; ): Como onsequênia da sua denição,X(g) = dLg(e)() é holomorfa em  e em g; logo Z e onsequentementeF1 são holomorfas. Em partiular F1(e; ) = (exp ; ) é holomorfa em ;onsequentemente exp é holomorfa. Temos que d exp(0) = idTeG poisd exp(0)() = ddt exp tjt=0 = ddt jt=0 = X ((0)) = :Consequentemente, pelo teorema da função inversa, exp é um difeomorsmoloal.Denição 1.0.5 Um subgrupo de Lie H de um grupo de Lie G é umsubgrupo de G para o qual a inlusão i : H ,! G é uma imersão, i.e. i(H) éuma subvariedade imersa de G:Proposição 1.0.6 Seja H um subgrupo fehado de um grupo de Lie G; entãoH é uma subvariedade de G e em partiular é um subgrupo de Lie.
6 CAPÍTULO 1. GRUPOS E ALGEBRAS DE LIEConsideremos uma norma k:k em gG; n 6= 0 tal que exp n 2 H; n ! 0e nknk !  2 gG: Iremos mostrar que exp t 2 H para qualquer t 2 C :Como n ! 0; para ada t 2 C existe uma sequênia de inteiros mn tal quemnknk ! t quando n!1: Então exp(mnn)! exp(t); mas exp(mnn) =(exp(t))mn 2 H e H é fehado logo exp t 2 H:Seja gH = f 2 gG j exp(t) 2 H 8t 2 C g: Vamos mostrar que gH é umsubespaço vetorial de gG: É laro que gH é fehado para a multipliação poresalares. Preisamos apenas de mostrar que é fehado para a adição. Seja1; 2 2 gH e suponhamos que 1 + 2 6= 0: Para t suientemente pequenopodemos esrever exp t1 exp t2 = exp(f(t)) pois f é um difeomorsmo navizinhança de e: Como 1 + 2 = ddt exp t1 exp t2jt=0 (1.2)1t f(t) ! 1 + 2 quando t ! 0: Consequentemente tomando n = f( 1n) e = 1+2k1+2k ; temos que exp t 2 H i.e. 1 + 2 2 gH :Esrevamos gG = gH  g0 e onsideremos o difeomorsmo (; 0) =exp  exp 0 entre uma vizinhança de 0 em gG e uma vizinhança de e emG: D(0; 0)(1; 2) = 1 + 2 por 1.2, logo apliando o teorema da funçãoinversa temos que  é um difeomorsmo loal. Vamos utilizar esta apliaçãopara mostrar que exp aplia uma vizinhança de 0 em gH numa vizinhançade e em H: Pois se assim não fosse existiria uma sequênia(n; :0n) 2 gH  g0tal que exp n exp 0n 2 H; exp n exp 0n ! 0 e 0n 6= 0; mas exp n 2 H; logoexp 0n 2 H; pelo que existe uma subsequênia 0nk tal que 0nkk0nkk !  em g0(por ompaidade). Porém tal impliaria que  2 gH ; o que é absurdo.Pelo atrás exposto temos que exp fornee uma arta de G adaptada aH numa vizinhança de e modelizada em gH : Por translação á esquerda H éuma subvariedade na vizinhança de ada um dos seus pontos. Denição 1.0.7 Seja M uma variedade analítia omplexa. Uma ação deum grupo de Lie G em M é uma apliação holomorfa : G M ! M talquei) para qualquer x 2 M (e; x) = xii) para quaisquer g; h 2 G e x 2M; (g;(h; x)) = (gh; x)Exemplo 1.0.8 : GLn(C ) Mnn(C )  ! Mnn(C )(A;M) 7 ! AMA 1é uma ação.
7Para qualquer g 2 G sejag : M  ! Mx 7 ! (g; x)om esta notação podemos esrever i) e ii) da seguinte formai) e = idMii) gh = g Æ h:Como (g) 1 = g 1 g é um difeomorsmo.Denição 1.0.9 Seja  uma ação de G em M: Para ada x 2 M a órbitade x é dada por G:x = fg(x) j g 2 Gg:Exemplo 1.0.10 A lasse de onjugação CM da matriz M é a órbita de Mpela a ação dada no Exemplo 1.0.8A relação de pertença à mesma  -órbita é uma relação de equivalêniaem M: M=G denota o onjunto das lasses de equivalênia, i.e. M=G é oonjunto das  -órbitas. Seja : M  ! M=Gx 7 ! [x℄onde [x℄ é a  -órbita que ontém x: Introduzimos em M=G a topologia nalinduzida pela a apliação ; i.e. a topologia mais na que torna  ontínua.Proposição 1.0.11 Seja : GM ! M uma apliação holomorfa e R =f(m;g(m)) 2 M M j (g;m) 2 G Mg: Se R é um subonjunto fehadode M M; então a topologia quoiente em M=G é Hausdor.Demonstração: Suponhamos queM=G não é Hausdor, então existem doispontos distintos [x℄; [y℄ 2M=G tais que para quaisquer pares de vizinhançasUx de [x℄ e Uy de [y℄; Ux\Uy 6= ?: Sejam (xi); (yi) suessões tais que xi ! x;yi ! y; i = 1; 2    Sejam Vxi ; Vyi ; sistemas fundamentais de vizinhanças emM de xi; yi respetivamente. Sejam W xi = [g2GgV xi e W yi = [g2GgV yi :Esolhendo Uxi = (W xi ) e Uyi = (W yi ); têm de existir gi; hi 2 G e xi 2 V xi ;yi 2 V yi ; tais que gi(xi) = hi(yi); i.e. yi = h 1i gi(xi):Mas xi ! x e yi ! y quando i ! 1; onsequentemente a suessão depontos (xi;h 1i gi(xi)) 2 R onverge. Então o limite pertene a R pois R éfehado, ou seja (x; y) 2 R; i.e. y = g(x) para algum g 2 G logo [x℄ = [y℄:
8 CAPÍTULO 1. GRUPOS E ALGEBRAS DE LIEO próximo Teorema dá uma ondição neessária e suiente para queM=G seja uma variedade analítia omplexa.Teorema 1.0.12 Seja : G  M ! M uma ação holomorfa e R =f(m;g(m)) 2 M  M j (g;m) 2 G  Mg: Então R é uma subvariedadefehada de M M se e só se M=G tem uma estrutura de variedade analítiaomplexa tal que  : M !M=G é uma submersão.Demonstração: Suienia) Suponhamos que R é uma subvariedade feha-da de dimensão r de M M que tem dimensão 2n: Primeiro vamos mostrar que R é loalmente o grafo de uma submersãoholomorfa de M em M; i.e. para qualquer x 2 M existe um aberto U  Mtal que x 2 U; uma subvariedade N  M e uma submersão holomorfa : U  M ! N  M tal que para ada u 2 U; (u) 2 N se e só se(u; (u)) 2 R:Como R é uma subvariedade de M M a apliaçãoR  ! M(x;g(x)) 7 ! xé uma submersão, pelo Teorema da bração loal 1 podemos enontrar umaberto U0  M e uma apliação  : U0  U0  M  M ! C m tal que 1(0) = (Uo  Uo) \ R ex = 1;x : U0  ! C my 7 ! (x; 1)é uma submersão. Tal implia que n  m e que  1x (0) é uma subvariedadede U0 om Tx 1x (0) def= E; a qual tem dimensão n m:Seja F um omplementar de E em TxM: Restringindo U0 se neessário,existe uma submersão  : U0 ! C n m tal que  1(0) = N é uma subvariedadeom x 2 N e Tx 1(0) = F; que tem dimensão m: Consideremos a apliação : U0  U0  ! C m  C n m(y; z) 7 ! ((y; z); (z))então (x; x) = (0; 0) e a apliação1Teorema (Fibração loal) Seja f : M ! N uma apliação holomorfa tal que Df(x)tem rank loalmente onstante. Sejam Z  M uma subvariedade, x 2 M; y 2 N xose suponhamos que TxM = TxZ + Txf 1(y): Então existem vizinhanças U de x; V de ytais que f(U) é uma subvariedade de N e f induz um difeomorsmo de f 1(V ) \ Z \ Uem f(U) \ V:
9x : U0  ! C m  C n mz 7 ! (x(z); (z))é tal que Dx(x) : TxM ! Tx(x)C n é bijetiva pois kerDx(x) = ker Dx(x)\ker Dx(x) = E \ F = f0g e dimTxM = n: Consequentemente por apliaçãodo Teorema da função implíita a ; temos que existe um aberto U1  U0 talque x 2 U1 e uma função holomorfa  : U1 M ! U1 om (x) = x; tal que 1(0; 0) = f(u; (u)) 2 U1  U1  U  U j u 2 U1g: Para qualquer u 2 U1;(u; (u)) = 0; tal implia que (u; (u)) 2 (U1  U1) \ R e ((u)) = 0; i.e.(u) 2 N: Falta apenas mostrar que  é uma submersão numa vizinhança dex: Difereniando (u; (u)) = 0 em (x; x) = (x; (x)) temos0 = D2;x(x) + D1;x(x) ÆD(x)onde 1;x; 2;x são as apliaões1;x : U1  ! C m 2;x : U1  ! C mz 7 ! (x; z) z 7 ! (z; x)onsequentemente rank D2;x(x)  rank D(x):Mas R é invariante por açãodo difeomorsmo j : M M  ! M M(y; z) 7 ! (z; y)e 2;x = (Æj)1;x; onsequentemente rank D2;x(x) = rank D1;x(x) = m:MasdimN = m logo rank D(x) = m; i.e.  é uma submersão numa vizinhançade x: De seguida vamos onstruir uma arta em [x℄ de M=G:Como R é fehado, M=G é um espaço de Hausdor para a topologiaquoiente. Como D(x)(TxM) = TxN e (x) = x; existe uma arta (U; )em x de M tal que Æ  Æ  1 : (U) = V W  C m  C n m  ! V  f0g  C m  f0g:(1.3)(u; v) 7 ! (v; 0)Consequentemente, para qualquer u 2 U; u1 = (u) se e só se 1 Æ (u) =1 Æ (u1); onde 1 : V W  ! V:(v; w) 7 ! wDenamos
10 CAPÍTULO 1. GRUPOS E ALGEBRAS DE LIE! : V  C m  ! (U) M=GV 7 !  Æ  1(v; 0)então ! é injetiva, pois se  Æ  1(v; 0) =  Æ  1(v1; 0) então ( 1(v; 0); 1(v1; 0)) 2 (U  U) \R; logo ( 1(v; 0)) =  1(v1; 0); onsequentementev = 1(ÆÆ 1(v; 0)) = 1(Æ 1(v1; 0)) = v1 por 1.3. Como ;  são apli-ações ontínuas e abertas, ! é um homeomorsmo. Portanto ( 1(U); ! 1)é uma arta de M=G em [x℄ = (x): De seguida vamos mostrar que duas artas ((U); ! 1) e (( ~U); ~! 1) em[x℄ são ompatíveis.Seja Y =  1((U)\ ( ~U))\U  U \ ~U e ~Y =  1((U)\ ( ~U))\ ~U U \ ~U; em partiular Y =  1((U) \ ( ~U)) \ U \ ~U = ~Y : O argumentoseguinte mostra que para qualquer v 2 1(Y ) = V existe um e um só~v 2 ~1 ~( ~Y ) = ~V tal que( 1(v; w)) = (~ 1(~v; ~w));onde W = 2((Y )); ~W = ~2(~( ~Y )) e : V W  ! W:(v; w) 7 ! wPara quaisquer w; w0 2 Wv = 1( Æ  1(v; w)) = 1( Æ  1(v; w1)) ))  Æ  Æ  1(v; w) =  Æ  Æ  1(v; w1))  Æ  1(v; w) =  Æ  1(v; w1))  Æ  Æ  1(v; w) =  Æ  Æ  1(v; w1))  Æ  1(v; w) =  Æ  1(v; w1);onsequentemente, para qualquer w 2 W;  Æ  1(v; w) =  Æ  1(v;W );analogamente para qualquer ~w 2 ~W;  Æ ~ 1(~v1; ~w) =  Æ ~ 1(~v1; ~W ): ComoY =  1(V W ); ~Y = ~ 1( ~V  ~W ); então para quaisquer (v; w) 2 V Wexiste (~v; ~w) 2 ~V  ~W tal que( 1(v;W )) = ( 1(v; w)) = (~ 1(~v; ~w)) = (~ 1(~v; ~W )) (1.4)Suponhamos que existe (~v1; ~w1) 2 ~V  ~W tal que (~ 1(~v1; ~w1)) =(~ 1(~v; ~w)); o que implia que ~v1 = 1(~Æ ~ 1(~v1; ~w1)) = 1(~Æ ~ 1(~v; ~w)) =~v; onsequentemente ~v é univoamente determinado pelo que podemos denira função
11 : V  C m  ! ~V  C m :v 7 ! ~vVamos mostrar que  é holomorfa. Como por 1.4 (~ 1(~v; ~w)) =( 1(v; w)) então ( 1(v; w); ~ 1(~v; ~w)) 2 R; logo existe g 2 G tal queg( 1(v; w)) = ~ 1(~v; ~w): Como g é um difeomorsmo existe um abertoU  M tal que x 2 U  Y e g(U)  ~Y ; onsequentemente a apliação~ Æ g Æ  1 : (Y )  V W  C m  C n m  ! ~( ~Y )  ~V  ~W(v; w) 7 ! ( (v); (v; w))é holomorfa, logo  é holomorfa. Por 1.4 temos então que as artas em[x℄ ((U); ! 1); (( ~U); ~! 1) são ompatíveis, logo M=G é uma variedadeanalítia omplexa.  é uma submersão.Sejam (U; ) e ( 1(U); ! 1) artas em x 2 m e [x℄ 2 M=G respetiva-mente, então! 1 Æ  Æ  1 : (U)  V W  C m  C n m  ! V  C n m(v; w) 7 ! vé uma submersão holomorfa, tal implia que  : M !M=G é uma submersãoholomorfa.NeessidadeComo M=G = f([x℄; [y℄) 2 M=G M=G j [x℄ 2 M=Gg é uma subvarie-dade fehada de M=GM=G e   : M M  ! M=GM=G(x; y) 7 ! ([x℄; [y℄)é uma submersão, () 1M=G = R é uma subvariedade fehada deMM:Corolário 1.0.13 Uma apliação  : M=G ! N é holomorfa se e só se Æ  : M ! N é holomorfa.Demonstração:) ) Se  é holomorfa então  Æ  é holomorfa pois  é holomorfa.




1(U) ! 12 4Vi1  Æ i13V W 1  Uonde i1 é a apliação holomorfai1 : V  ! V W:v 7 ! (v; w)Temos que  Æ  Æ  =  Æ ' =  Æ i1 Æ ! 1 Æ ; omo  é um epimorsmoentão  Æ  = ( Æ i1) Æ ! 1; logo o retângulo 4 é omutativo e  Æ i1 éholomorfa, onsequentemente  : M=G! N é holomorfa. O próximo resultado é um orolário de 1.0.12 referente a grupos de Lie.Corolário 1.0.14 Seja H um subgrupo fehado de um grupo de Lie G: Se: H G  ! G(h; g) 7 ! ghentão G=H é uma subvariedade e  : G! G=H é uma submersão.Demonstração: Consideremos a apliação
13 : GG  ! G(g; k) 7 ! kg 1 = m(i(g); k)onde m : GG  ! G e i : G  ! G:(g; k) 7 ! g:k g 7 ! g 1Como D(g; k)(r; s) = Dmi(g)(k) ÆDi(g)(r) + Dmk(g)(s); ondemg : G  ! G e mk :  ! Gk 7 ! gk = Lg(k) g 7 ! gk = Rk(g)logo D(g; k)(r; s) = DLi(g)(k) Æ Di(g)(r) + DRk(g)(s): ConsequentementeD(g; k)(0; s) = DRk(g)(s); logo D(g; k) é sobrejetiva pois DRk(g) é umisomorsmo, logo  é uma submersão. Como H é um subgrupo fehadode G pela Proposição 1.0.6 H é uma subvariedade de G; onsequentemente 1(H) é uma subvariedade fehada de G  G: Mas (g; k) 2  1(H) se e sóse kg 1 2 H; i.e. se e só se (g; k) 2 R = f(g; hg) 2 G  G j g 2 Gh 2 Hg;logo  1(H) = R é uma subvariedade fehada de GG; pelo Teorema 1.0.12temos então que G=H é uma variedade e  : G! G=H é uma submersão. Seja : G M ! M uma ação holomorfa e x 2 M; Gx = fg 2 G jg(x) = xg é hamado o grupo de isotropia de  em x: ComoGx =  1x (x)e x 2 G  ! Mg 7 ! (g; x)é ontínua, Gx é um subgrupo fehado deG e onsequentemente pela Proposi-ção 1.0.6 é uma subvariedade analítia omplexa. Como x(gh) = g Æ h(x)= g(x) para qualquer h 2 Gx; x induz uma apliação~x : G=Gx  ! G:x M:gGx 7 ! g(x)Esta apliação é injetiva pois se g(x) = h(x); então g 1h 2 Gx i.e.,gGx = hGx:Corolário 1.0.15 Se : G  M ! M é uma ação e x 2 M; então~: G=Gx ! Gx é uma imersão injetiva.Dmonstração: Comeemos por observar que por apliação do Corolário1.0.13 ~x : G=Gx ! Gx  M é holomorfa, pois ~x Æ  = x; relembremos
14 CAPÍTULO 1. GRUPOS E ALGEBRAS DE LIEque já mostrámos que ~x é injetiva. Para mostrar que é uma imersão,vamos provar que D~x([g℄)([℄) é injetiva, mas D~x([g℄)([℄) = Dx(g)();onsequentemente D~x é injetiva se pudermos mostrar que TgGx = f 2TgG j Dx(g)() = 0g: A inlusão  é óbvia, para a inlusão oposta vamosomeçar por supor que g = e: Seja então  2 g satisfazendo Dx(g)() = 0;então ddtx(exp t) = Dx(exp t)D(Lexp t)():Para qualquer g 2 G; x 2M temos a igualdade:x Æ Lg = g Æ x;derivando em e temos:ddtx(exp t) ÆDLg(e)() = Dg(x) ÆDx(e)();tomando g = exp tddt x(exp t) = Dexp t(x) ÆDx(e)():Consequentemente x(exp t) = x(e) = x; logo  2 TeGx o que mostra ainlusão para g = e: Para o aso geral notemos que o isomorsmoDLg(e) : TeG ! TgG satisfaz DLg(e)(TeG) = TgG; DLg(e)(f 2 TeG jDx(e)() = 0g) = f 2 TgG j Dx(g()) = 0g o que prova a inlusão ;logo ~x é uma imersão. Exemplo 1.0.16DadoM 2 Mmm(C ) temos que ~M : GLn(C )=GLn(C )M ! GLn(C ):M é umdifeomorsmo loal. Por apliação do Corolário 1.0.15 temos que ~M é umaimersão. Seja (Vi)i2I uma obertura loalmente nita de GLn(C )=GLn(C )Mpor ompatos, omo ~M jVi : Vi ! ~M (Vi) é uma bijeção ontínua de umompato num Hausdor ~M jVi é um homeomorsmo, onsequentemente ~Mé um homeomorsmo loal. Como ~M é uma imersão e um homeomorsmoloal então é um difeomorsmo loal.Em partiular temos quedimGLn(C ):M = n2   dimGLn(C )M :Denição 1.0.17 Dado um grupo G; G denota o entro de G; ondeG = fx 2 G j gx = xg 8g 2 Gg:
15Uma vez que temos uma ação de G em G dada por: GG  ! G(g; x) 7 ! g 1xge omo  1x (fxg) = Gx é fehado para qualquer x 2 G; temos que G =\x2G 1x (fxg) é fehado.Exemplo 1.0.18 O entro de GLn(C ) é o subonjunto das matrizes es-alares não nulas a1n; tal que a 2 C  :Demonstração: É laro que fa1n j a 2 C g  GLn(C ): Denotemos porEij a matriz nn que toma o valor 1 na entrada (i; j) e 0 nas restantes. SejaA 2 GLn(C ); omo 1n+Eij 2 GLn(C ) temos que (1n+Eij)A = A(1n+Eij);logo AEij = EijA: A entrada (k; j) de AEij é aki enquanto que a de EijAé 0 se k 6= j e aii = ajj aso ontrário. Consequentemente aki = 0 se k 6= i eaii = ajj o que mostra que A é esalar. Denição 1.0.19 PGL(n; C ) é por denição o seguinte quoientePGL(n; C ) def= GL(n; C )=GL(n; C )Como GL(n; C ) é um subgrupo fehado do grupo de Lie GL(n; C ); pelaProposição 1.0.6 temos que GL(n; C ) é um subgrupo de Lie de GL(n; C ):Por apliação do Corolário 1.0.14 temos que PGL(n; C ) é um grupo de Lie.Salientamos ainda que PGL(n; C ) atua em Mnn(C ) por intermédio daação : PGL(n; C ) Mnn(C )  ! Mnn(C ):(AGL(n; C );M) 7 ! AMA 1
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Capítulo 2Teoria dos FeixesReferênias Bibliográas utilizadas na elaboração deste apítulo, por sub-apítulos: subapítulo 2.1 [15℄, subapítulo 2.2 [7℄ [15℄, subapítulo 2.3 [10℄[15℄ [18℄, subapítulo 2.4 [15℄, subapítulo 2.5 [15℄, subapítulo 2.6 [8℄ [15℄[18℄, subapítulo 2.7 [4℄ [15℄ [20℄, subapítulo 2.8 [18℄, subapítulo 2.9 [15℄[18℄, subapítulo 2.10 [3℄ [7℄ [8℄ [10℄ [19℄.2.1 Pré-feixesDenição 2.1.1 Seja X um espaço topológio e F uma apliação que assoiaa ada aberto U de X um grupo abeliano F (U) : Seja  uma apliação queassoia a ada par de abertos U;V de X; U  V; um morsmo de gruposabelianos V;U : F (U)  ! F (V) :Dizemos que o par (F; ) dene um pré-feixe de grupos abelianos sei) Para qualquer aberto U de XU;U = idF(U):ii) Se U1  U2  U3 entãoU1;U2 Æ U2;U3 = U1;U3 :Os morsmos V;U são denominados os morsmos de restrição dopré-feixe F:Os elementos de F (U) são denominados as seções de F sobre U:Dada uma seção s de F sobre U e um aberto V  U; dene-se sjV =V;U (s) : Se for neessário espeiar o pré-feixe F designaremos por F aapliação : 17
18 CAPÍTULO 2. TEORIA DOS FEIXESDenição 2.1.2 Sejam F;G dois pré-feixes sobre X: Seja f uma apliaçãoque a ada aberto U de X assoia um morsmo de grupos abelianosf (U) : F (U)  ! G(U) :Dizemos que f : F ! G é um morsmo de pré-feixes se, dados abertosU;V de X; V  U; o diagrama abaixo omutaF (U) f (U)FV;U G(U)GV;UF (V) f (V) G (V)Exemplo 2.1.3(i) Seja X um espaço topológio e A um anel. Assoiamos a ada aberto Ude X o grupo abeliano AX (U) = ffunções loalmente onstantes de U! Ag:Dados abertos U, V de X, om V ontido em U, seja V,U : AX (U)! AX (V)a apliação de restrição habitual.Chamamos ao par (AX; ) o pré-feixe das funções loalmente onstantessobe X.(ii) De forma análoga, dada uma variedade analítia omplexa, podemosdenir o pré-feixe OX das funções holomorfas sobre X(iii) Seja X uma superfíie de Riemann e   X um subonjunto disreto.Assoiamos a ada aberto U de X o grupo abeliano OX () (U) : Este é osubgrupo das funções holomorfas ' sobre U n tais que para qualquer artaV ontida em U, onde  \ V é denido pela anulação de uma oordenadaloal, i.e.  \ V = fz = 0g; existe n 2 IN0 tal que zn'jV (z) é holomorfa emV. Tomando para  a restrição habitual, o par (OX () ; ) é um pré-feixe,ao qual hamamos o pré-feixe das funções meromorfas om polos ao longo de: (iv) Seja ddz a apliação que assoia a ada aberto U de C e a ada' 2 OC (U) a seção d'dz 2 OC (U) : A apliação ddz é um endomorsmo dopré-feixe OC :(v) De forma análoga, dadas funções ak 2 OC (U) ; 0  k  n; o operadordiferenial P = nXk=0 ak dkdzk dene um endomorsmo do pré-feixe OC :
2.2. LIMITES INDUTIVOS 19Seja X um espaço topológio. Vamos assoiar a ada X uma ategoriaOpen (X) : Os seus objetos são os abertos de X. Dados U, V abertos de XHomOpen(X) (V;U) =  (V;U) se V  U? se V 6 UDenição 2.1.4 Dada uma ategoria C e um espaço topológio X; hamamospré-feixe sobre X om valores em C a um funtor ontravarianteF: Open (X)! C:Denimos assim uma ategoriapre  ShC (X) = HomOpen (Open (X) ; C)onde os morsmos são as transformações naturais de funtores ontravari-antes.Dado U aberto de X, assoiamos a U o seguinte funtor:jU : pre  ShC (X)  ! pre  ShC (U) ;denido por  FjU (V) = F (V)fjU (V) = f (V) para qualquer V aberto de U.2.2 Limites indutivosDenição 2.2.1 Dado um onjunto I diz-se que uma relação binária  éuma quase ordem ltrante se:(i) é transitiva,(ii) é reexiva,(iii) dados i; j 2 I existe k 2 I tal que i  k e j  k:Denição 2.2.2 Seja J um subonjunto de I, J diz-se o-ltrante em I separa qualquer i 2 I existe j 2 J tal que i  j e para qualquer j 2 J existei 2 I tal que j  i:Denição 2.2.3 Seja C uma ategoria. Sejam (Ei)i2I uma família de ob-jetos de C e (Ei fij ! Ej)ij uma família de morsmos de C: Dizemos que opar ((Ei); (fij)) é um I -espetro indutivo de C se:(i) fii = idEi; para qualquer i 2 I;
20 CAPÍTULO 2. TEORIA DOS FEIXES(ii) se i  j  K então fkj Æ fji = fki; ou seja, o diagrama abaixo é omuta-tivo. Eifji fkiEj fkj EkDenição 2.2.4 O par (E; (fi)i2I) diz-se o limite indutivo do espetroindutivo (Ei; fij) na ategoria C sea) Se i  j então fjfji = fi; i.e. o diagrama abaixo é omutativo.Ei fifji EjfjEb) Dado qualquer outro par (F; (gi)i2I) que verique a), então existe um eum só morsmo f : E ! F tal que f Æ fi = gi para qualquer i 2 I; i.e. odiagrama abaixo é omutativo. E fEifi gi FO par (E; (fi)i2I) será denotado por lim !i2I Ei:Proposição 2.2.5 Se o limite indutivo existe é únio a menos de isomor-smo.Proposição 2.2.6 Sejam ((Ei)i2I ; (fii0)ii0); ((Fj)j2J ; (fjj0)jj0) espetros in-dutivos numa ategoria C: Se J é o-ltrante e (E; (fi)i2I); (F; (fj)j2J) sãolimites indutivos então E ' F:
2.2. LIMITES INDUTIVOS 21Na ategoria dos grupos abelianos o limite indutivo existe sempre. Noaso dos pré-feixes o onjunto I será Ox (X) ; o qual denota o onjunto dosabertos de X que ontém x; a relação  será a relação  de onjuntos. SeE é um pré-feixe de grupos abelianos o limite indutivo em x; i.e. para oonjunto I atrás denido, será denotado por (Ex; (U))U2Ox(U): Para abreviarhamaremos a Ex o limite indutivo de E em x: A Ex hamamos a bra deE em x: Dado s 2 F (U) e x 2 U notamos sx e hamamos germe de s em xà imagem de s em Fx:Proposição 2.2.7 Dado um pré-feixe F sobre X e x 2 XFx ' GU2Ox(X)F (U),Ronde R é a relação de equivalênia: -dados s 2 F (U) ; t 2 F (V) om U;V 2Ox (X) sRt se e só se 9W  U \ V; W 2 Ox (X) tal que sjW = tjW: [s℄xdenotará a lasse de equivalênia de s:Demonstração : Vamos mostrar que o par Fx; (U)U2Ox(X) ; ondeU : F (U)  ! Fxs 7 ! [s℄é o limite indutivo do pré-feixe F.(i) Devido à forma omo foi denida a relação de equivalênia temos imedi-atamente a omutatividade do diagrama:FU2Ox(X) F (U).R
F (U) V;UU F (V)Vpois para qualquer s 2 F (U) ; V Æ V;U (s) = V (sjV) = [s℄ = U (s) :(ii) Seja S; (U)U2Ox(X) tal que para qualquer U 2 Ox (X) o diagramaseguinte é omutativo.
22 CAPÍTULO 2. TEORIA DOS FEIXESSF (U)U V;U F (V)VConsideremos então o diagramaFU2Ox(X) F (U).R hF (U) UU Sonde h é a apliação denida por:h : GU2Ox(X)F (U),R  ! S[t℄x 7 ! U (t)onde t 2 F (U) para um erto U. A apliação h está bem denida pois se[s℄x = [t℄x; i.e. sRt onde s 2 F (U) ; t 2 F (V) ; U;V 2 Ox (X) então existeW  U \ V tal que W 2 Ox (X) e sjW = tjW; logo U (s) = W (W;U (s)) =(W;V (s)) = V (t) :Mostremos agora que h é o únio morsmo que torna o diagrama anterioromutativo. Seja  : FU2Ox(X) F (U).R  ! S outro morsmo que torne odiagrama anterior omutativo. Para qualquer [t℄x 2 FU2Ox(X) F (U).R; ondet 2 F (U) para um erto U 2 Ox (X) ; temos que  ([t℄x) = U (t) = h ([t℄x) ;logo  = h: Proposição 2.2.8 Dados F;G pré-feixes de grupos abelianos sobre X e f : F!G um morsmo de pré-feixes, então, para qualquer x 2 X; existe um e umsó morsmo fx def= lim      !U2Ox(X) f (U)tal que para qualquer U 2 Ox (X) o diagrama seguinte é omutativo:
2.3. FEIXES 23F (U) f (U)FU G(U)GUFx fx GxDemonstração: É uma onsequênia imediata da omutatividade do seguintediagrama e de Fx ser limite indutivo.Fx fx Gx
F (U)FU GU Æ f (U)V;UF (V)
FV GV Æ f (V)
onde U;V 2 Ox (X) e V  U: Corolário 2.2.9 Dado x 2 X o limite indutivo lim      !U2Ox(X) : pre ShC (X)  ! Cé um funtor.2.3 FeixesVamos hamar obertura aberta de um aberto U de X a uma família deabertos (Ui)i2I de X tal que U =[i2I Ui:Denição 2.3.1 Seja X um espaço topológio. Um pré-feixe de grupos abe-lianos F sobre X diz-se um feixe se veriar as ondições S1 e S2 abaixodisriminadas(S1) Seja U um aberto de X e (Ui)i2I uma obertura aberta de U: Seja s umaseção de F sobre U: Se sjUi = 0 para qualquer i 2 I; então s = 0:
24 CAPÍTULO 2. TEORIA DOS FEIXES(S2) Seja U um aberto de X e (Ui)i2I uma obertura aberta de U: Sejasi 2 F (Ui) ; i 2 I; uma família de seções de F: Se sijUi\Uj = sjjUi\Uj ;então existe s 2 F (U) tal que sjUi = si; para qualquer i 2 I:Vamos denotar por Sh (X) a subategoria plena da ategoria dos pré--feixes sobre X, de grupos abelianos, ujos os objetos são feixes.Exemplos 2.3.2 (i) Dado X um espaço topológio e A um anel (G um grupoabeliano), o pré-feixe das funções loalmente onstantes AX (GX) é um feixe.(ii) Dada uma variedade analítia omplexa X, o pré-feixe das funções holo-morfas OX é um feixe.(iii) Dada uma superfíie de Riemann X e   X um subonjunto disreto,o pré-feixe das funções meromorfas om polos ao longo de ; OX () (X) ; éum feixe.Lema 2.3.3 Seja F um pré-feixe sobre X que veria (S1) : Dada uma seçãos 2 F (U) ; U; aberto de X tal que sx = 0 para qualquer x 2 U; então s = 0:Demonstração: Comeemos por observar que 0 2 F (U) e que para qualquerx 2 U [s℄x = [0℄x; logo existe Vx 2 Ox (X) tal que Vx  U e sjVx = 0jVx = 0:Pela propriedade (S1) temos então que s = 0: Proposição 2.3.4 Seja f : F! G um morsmo de feixes sobre X: O mor-smo f é um isomorsmo, se e só se fx : Fx ! Gx é um isomorsmo paraqualquer x 2 X:Demonstração: A neessidade é uma onsequênia do Corolário 2.2.9.Suponhamos que fx é um monomorsmo para qualquer x 2 X: Vejamosque f(U): F (U) ! G(U) é um monomorsmo. Seja s 2 F (U) tal quef(s) = 0; logo para qualquer x 2 X (f (s))x = 0: Devido à omutatividadedo diagrama F (U) f (U)FU G(U)GUFx fx Gxtemos que (f (s))x = fx (sx) = 0: Como fx é um monomorsmo sx = 0 paraqualquer x 2 U; onsequentemente pelo Lema 2.3.3 s = 0:
2.3. FEIXES 25Suponhamos que fx é um epimorsmo para qualquer x 2 X: Tome-mos t 2 G(U) : Como fx é um epimorsmo então existe [ (x)℄x 2 Fx talque fx ([ (x)℄x) = tx onde  (x) 2 F (Vx) ; Vx 2 Ox (X) e Vx  U: Da-do que [t℄x = [f((x))℄x; pela omutatividade do diagrama anterior existeWx  Vx \ U tal que tjWx = f ( (x) jWx) : Consequentemente para quais-quer x; y 2 U f   (x) jWx\Wy = f   (y) jWx\Wy : Pela injetividade def (Wx \Wy) temos que  (x) jWx\Wy =  (y) jWx\Wy : Como F é um feixe,existe s 2 F (U) tal que sjVx =  (x) para qualquer x 2 U: Dado que(f (s)  t) jWx = f ( (x) jWx)   tjWx = 0; então f(s) = t: Logo f é umisomorsmo. Denição 2.3.5 Dado F 2 pre Sh (X) ; seja ~F o pré-feixe sobre X denidodo seguinte modo: ~F(U) =Yz2UFz;se V  U; o morsmo de restrição é dado porV;U : ~F(U)  ! ~F (V) :(s (x))x2U 7 ! (s (x))x2VLema 2.3.6 ~F é um feixe.Proposição 2.3.7 Sejam F;G feixes sobre X e f; g : F ! G morsmos defeixes tais que fx = gx para qualquer x 2 X; então f = g:Demonstração: Consideremos o seguinte diagrama omutativoF (U) F (U)fU ~F(U)Yx2U fxG(U) G (U) ~G(U)pelo Lema 2.3.3 temos que F; G são injetivas. Como fx = gx para qualquerx 2 U o diagrama permanee omutativo se substituirmos fU por gU; logoG (U) Æ fU = G (U) Æ gU; pelo que fU = gU pois G (U) é injetiva. 
26 CAPÍTULO 2. TEORIA DOS FEIXESDenição 2.3.8 (Feixe assoiado a um pré-feixe ) Podemos assoiar aqualquer pré-feixe F sobre X um feixe F+ sobre X e um morsmo de pré-feixesF : F! F+ do seguinte modo: -dado U aberto de X; F+ é o sub-pré-feixe dofeixe ~F formado pelas seções (s (x))x2U tais que8x0 2 U; 9V 2 Ox0 (U) ; 9t 2 F (V) tal que tx = s (x) 8x 2 V:Dado U aberto de X denimos F da seguinte formaF (U) : F (U)  ! F+ (U) :s 7 ! (sx)x2ULema 2.3.9 F+ é feixe.Demonstração: Seja U aberto de X e (Ui)i2I uma obertura aberta de U:(S1) Seja (s (x))x2U 2 F+ (U) tal que (s (x))x2U Ui = 0 então s (x) = 0 paraqualquer x 2 Ui; logo s (x) = 0 para qualquer x 2 U; i.e. (s (x))x2U = 0:(S2) Sejam (si (x))x2Ui 2 F+ (Ui) tais que8i; j 2 I (si (x))x2Ui Ui\Uj = (sj (x))x2Ui Ui\Ujentão si (x) = sj (x) 8x 2 Ui \Uj: Como ~F é um feixe então existe um e umsó (s (x))x2U 2 ~F (U) tal que (s (x))x2U Ui = (si (x))x2Ui : Seja x0 2 Ui; pordenição de F+ (Ui) temos que existe V 2 Ox0 (Ui) e existe t 2 F (Vi) talque tx = si (x) para qualquer x 2 V; logo (s (x))x2U 2 F+ (U) : Proposição 2.3.10 Seja F 2 pre  Sh (X) :(i) O morsmo anónio F induz um isomorsmo em todas as bras.(ii) Dado um morsmo de pré-feixes u : F ! G; se G é um feixe entãoexiste um e um só morsmo u+ : F+ ! G tal que o diagrama abaixo omutaF+ u+ ()FF u GEsta propriedade arateriza o feixe F+ a menos de isomorsmo. Empartiular, resulta de (i) que se F é um feixe então temos um isomorsmoF ~!F+:
2.3. FEIXES 27(iii) Dado um morsmo de pré-feixes u : F ! G; existe um e um sómorsmo u+ : F+ ! G+ tal que o diagrama abaixo omuta.F+ u+ G+ ()FF u FGDemonstração:(i) Dado x 2 X e U 2 Ox (X) ; o diagrama abaixo omuta.F (U) F (U)F (U) F+ (U)F+ (U)FxTomando o limite indutivo do diagrama anterior temos o seguinte diagramaomutativo. Fx F;xidFx F+x (U)FxConlui-se daqui a injetividade de F;x: Seja x0 2 X; s (x0) 2 F+x0; o-mo F+ é feixe então existe U 2 Ox0 (X) ; (s (x))x2U 2 F+ (U) tal que (s (x))x2Ux0 = s (x0) : Por denição de F+ (U) existe V 2 Ox0 (U) tal que (x) = tx para qualquer x 2 V; em partiular devido à omutatividade dodiagrama F (V) F (V)F (V) F+ (V)F+ (V)Fx0 F;x0 F+x0
28 CAPÍTULO 2. TEORIA DOS FEIXEStemos que F;x0 é sobrejetiva.(iii) Denamos u+  (s (x))x2U = (ux (s (x)))x2U : Vejamos que u+ estábem denido. Seja x0 2 U; por denição de F+9V 2 Ox0 (U) ; 9t 2 F (V) tal que tx = s (x) 8x 2 Vlogo para qualquer x 2 V (ux (s (x)))x2V = (ux (tx))x2V = (u (t))x2V ; onse-quentemente (ux (s (x)))x2U 2 G+ (U) ; logo o diagrama () é omutativo.Mostremos a uniidade. Sejam v; w : F+ ! G+ morsmos para osquais o diagrama () omutativo. Tomando o limite indutivo temos queG;x Æ ux = vx Æ F;x = wx Æ F;x omo por (i) F;x é um isomorsmo entãopara qualquer x 2 X vx = wx; logo pela Proposição 2.3.7 v = w:(ii) SeG é um feixe por apliação de (i) e da Proposição 2.3.4 temos que Gé um isomorsmo. Se v; w : F+ ! G são morsmos para os quais o diagrama() é omutativo então G Æv; G Æw : G+ ! G+ são morsmos para os quaiso diagrama () é omutativo, logo G Æv = G Æw; onsequentemente v = wpois G é isomorsmo. Denição 2.3.11 Seja A um pré-feixe de anéis. Temos um funtor esque-imento ab para a ategoria dos pré-feixes de grupos abelianos. Dizemos queA é um anel, ou um feixe de anéis, se o pré-feixe ab (A) é um feixe de gruposabelianos.Seja A um anel sobre X e L um feixe de grupos abelianos sobre X: Dá--se uma estrutura de A  módulo a L dando para ada aberto U de X umaestrutura de A (U) módulo a L (U) de tal forma que se V  U; a 2 A (U)e m 2 L (U) então (am) jV = ajV:mjV:Chama-se A módulo a um feixe de grupos abelianos L munido de umaestrutura de A modulo: O anel A é um A modulo esquerdo e direito.Um A modulo L diz-se livre se é isomorfo a uma soma direta nitade ópias de A: Um A   modulo diz-se loalmente livre se existe umaobertura aberta (Ui)i2I de X tal que LjUi é um AjUi   modulo livre paraqualquer i 2 I:Denição 2.3.12 Seja X um espaço topológio e A um anel sobre X: SejamM; N A -módulos. Denimos o pré-feixeHomA(M;N )da seguinte formaHomA(M;N )(U) = HomAjU(MjU;NjU);
2.3. FEIXES 29onde U é um aberto de X:Proposição 2.3.13 O pré-feixe HomA(M;N ) é um feixe e um A -módulo.Demonstração: HomA(M;N ) veria (S1):Sejam u 2 HomA(M;N )(U) = HomAjU(MjU;NjU) e uma obertura aberta(Ui) de U; suponhamos que ujUi = 0; para todo o i: Então dado V abertode U e s 2 M(V); temos que u(s)jUi\V = u(sjUi\V) = 0 8i; logo pelo Lema2.3.3 u(s) = 0: Como tal, u = 0: HomA(M;N ) veria (S2):Fixemos agora uma família de morsmosui 2 HomAjUi (MjUi;NjUi)tal que se Ui \ Uj 6= ? então uijUi\Uj = ujjUi\Uj : De seguida vamos deniru 2 HomAjU(MjU;NjU) de tal forma que ujUi = ui; para todo o i:Dados V aberto de U e s 2 M(V)ui(sjUi\V)jUi\Uj\V = uj(sjUi\V)jUi\Uj\V:Como tal as seções ui(sjUi) olam-se numa seção u(s) tal que u(s)jUi\V =ui(sjUi\V): Fia assim denido um morsmo u tal que ujUi = ui: HomA(M;N ) é um A -módulo:dados u 2 HomAjU(MjU;NjU) e a 2 A(U) a orrespondênia s 7! au(s)dene um morsmo AjU -linear au de MjU para NjU; além disso(au)jV = (ajV)(ujV);para todo o V ontido em U: Denição 2.3.14 Chama-se dual de um A -módulo M ao A -móduloHomA(M;A); e denotamo-lo da seguinte forma:M = HomA(M;A):Denição 2.3.15 Dados A   módulos F ; G hamamos F 
A G ao feixeassoiado ao pré-feixeU aberto de X 7 ! F(U)
A(U) G(U):
30 CAPÍTULO 2. TEORIA DOS FEIXESEste feixe é um A módulo:Seja G um grupo abeliano e X um espaço topológio. Ao feixe GX vamoshamar feixe onstante de bra G.Seja A um anel e AX o feixe onstante de bra A. Chama-se AX moduloloalmente onstante ou feixe onstante de bra A a um AX modulo loal-mente livre. Vamos hamar sistema loal a um C X   modulo loalmentelivre.Denição 2.3.16 Seja L um A -módulo sobre X. L diz-se um A -móduloonstante se existir d 2 IN0 tal que L ' (AX)d:Lema 2.3.17 Se X é um espaço topológio onexo e loalmente onexo entãosão equivalentes as armações(i) E é um AX  modulo onstante.(ii) E é um feixe tal que as suas bras são A  modulos livres de dimensãonita e tal que dados U;V abertos onexos de X; V  U; então o morsmode restrição E (U)! E (V) é um isomorsmo.(iii) E é um feixe tal que as suas bras são A modulos livres de dimensãonita e tal que para qualquer aberto onexo U de X; x 2 X; o morsmoanónio E (U)! Ex é um isomorsmo.Demonstração:(i) ) (ii) Como E é onstante E ' AdX; logo as bras são A -módulos livresde dimensão nita. Seja ' : E ! (AX)d um isomorsmo. Dado que (AX)dVU éum isomorsmo temos que EVU = ' 1V Æ (AX)dVU Æ 'U é um isomorsmo.(ii) ) (iii) É imediato que bras são A -módulos livres de dimensão nita.Seja U um aberto onexo não vazio de X, seja G o seguinte pré-feixe em U:G(W) =  E(W) ( W 6= ?0 ( W = ?onde W é um aberto de U. Seja  o seguinte morsmo de pré-feixes:V : EjU(V)  ! G(V)s 7 ! VU(s)dado que V é um isomorsmo para qualquer aberto onexo, pela Proposição2.3.4 temos que o limite indutivo na família de abertos onexos que ontém x éum isomorsmo. Por apliação da Proposição 2.2.6 temos que x : E(U)! Exé um isomorsmo.
2.4. IMAGENS DE UM FEIXE POR UMA APLICAÇO CONTÍNUA.31(iii)) (i) Seja x 2 X; dado que as bras são A -módulos livres de dimensãonita  x : Ex ! Ad um isomorsmo. Consideremos o seguinte diagrama:E(U) UEx o (AX)d(U)(AX)dxoEx  x Adexiste um e um só morsmoU que torna o diagrama anterior omutativo eeste é um isomorsmo. Seja W um aberto de X e (Wi)i2I a deomposiçãode W em abertos onexos, temos então denido o seguinte morsmo de pré-feixes W : E(W)  ! (AX)d(W)s 7 ! onde  é a olagem da família de seções (Wi(sjWi))i2I:dado que os x são os limites indutivos e estes são isomorsmos pela Proposição2.3.4  é um isomorsmo de feixes, logo E é um feixe onstante. 2.4 Imagens de um feixe por uma apliaçãoontínua.2.4.1 O feixe imagem inversaSeja f : X ! Y uma apliação ontínua. Dado um feixe G sobre Y, vamosassoiar-lhe um feixe f ÆG sobre X do seguinte modof ÆG(U) =Yx2UGf(x);se U, V são abertos de X tais que V  U o morsmo de restrição é dado porV;U : f ÆG(U)  ! f ÆG(V) :(s (x))x2U 7 ! (s (x))x2VDados G1; G2 feixes sobre Y e u : F1 ! G2 morsmo de feixes, u induz ummorsmo de feixes
32 CAPÍTULO 2. TEORIA DOS FEIXESf Æu (U) : f ÆG1 (U)  ! f ÆG1 (V)(s (x))x2U 7 !  uf(x) (s (x))x2VDenição 2.4.1 (Feixe imagem inversa) O feixe imagem inversa,f 1G(U) ; é o subfeixe de f ÆG(X) dado porf 1G(U) = n(s (x))x2U 2 f ÆG(U)  8x0 2 U 9W 2 Ox0 (U)9V 2 Of(x0) (Y) 9t 2 G(V) tal quef (W)  V e (s (x))x2W =  tf(x)x2Wo :Lema 2.4.2 Sejam X, Y espaços topológios e f : X ! Y uma apliaçãoontínua. Sejam F, G feixes sobre Y e u : F ! G um morsmo de feixes,então f induz um morsmo de feixes, f 1u : f 1F ! f 1G; denido daseguinte forma: f 1u(U): f 1F(U)  ! f 1G(U) (2.1)(s(x))x2U 7 !  uf(x) (s(x))x2Uonde U é um aberto de X.Demonstração: É imediato que  uf(x) (s(x))x2U 2 f ÆG(U); pelo que se uf(x) (s(x))x2U 2 f 1G(U) então f 1u é morsmo de feixes. Como(s(x))x2U 2 f ÆF(U) então para qualquer x0 2 U9W 2 Ox0 (U) 9V 2 Of(x0) (Y) 9t 2 G(V) tal quef (W)  V e (s (x))x2W =  tf(x)x2Wonsequentemente uf(x) (s (x))x2W =  uf(x)  tf(x)x2W = (u(t))f(x)x2Wpelo que  uf(x) (s(x))x2U 2 f 1G(U); logo f 1u é morsmo de feixes. Observação 2.4.3
2.4. IMAGENS DE UM FEIXE POR UMA APLICAÇO CONTÍNUA.33Dado um aberto V de Y e uma seção t 2 G(V) ; os germes de s denemuma seção de f 1G sobre f 1 (U) ; i.e. temos o morsmo de adjunçãoa (V) : G (V)  ! f 1G  f 1 (V) :s 7 ! f 1s def=  sf(x)x2f 1(V)Para qualquer aberto V 2 Of(x) (Y) temos denido o morsmoG(V)a (V) f 1G(f 1 (V)) (f 1G)xlogo tomando o limite indutivo temos denido um morsmoax : Gf(x)  !  f 1Gx :Proposição 2.4.4 O morsmo ax : Gf(x)  ! (f 1G)x é um isomorsmo.Demonstração: injetividade:Sejam x 2 X e ; 0 2 Gf(x) tais que ax () = ax (0) : Por denição delimite indutivo:9V;V0 2 Of(x) (Y) ; 9t 2 G(V) 9t0 2 G(V0) tais que  = tf(x) e 0 = t0f(x):Temos então: ax () = ax (0) ) (a (V) (t))x = (a (V0) (t0))x) tf(x) = t0f(x))  = 0;logo ax é injetiva. sobrejetividade:Sejam x0 2 X e s 2 (f 1G)x0 : Por denição de limite indutivo existeW 2 Ox0 (X) ; e existe (s (x))x2U 2 f 1G(U) tal que s (x0) = s: Por deniçãode f 1G existe W 2 Ox0 (X) e existe V 2 Of(x) (Y) ; t 2 G(V) tal quef (W)  V e (s (x))x2W =  tf(x)x2W i.e. (s (x))x2W = a (W) (tW) = tf(x)x2W ; onsequentemente ax (tx) = s (x) = s: Lema 2.4.5 Dadas apliações ontínuas f : X! Y; g : Y! Z e G 2 Sh (Z)temos a igualdade f 1 (g 1G) = (g Æ f) 1G:
34 CAPÍTULO 2. TEORIA DOS FEIXESDemonstração: Seja U aberto de X. (g Æ f) 1G(U)  f 1 (g 1G) (U) Seja (s (x))x2U 2 (g Æ f) 1G(U) ; então8x0 2 U 9Ux0 2 Ox0 (U) 9WgÆf(x0) 2 OgÆf(x0) (Z) 9 2 G  WgÆf(x0)tal que g Æ f (Ux0) WgÆf(x0) e (s (x))x2Ux0 =  gÆf(x)x2Ux0 :Dado que  2 G  WgÆf(x0) temos quet :=  g(y)y2g 1(WgÆf(x0)) 2 g 1G  g 1  WgÆf(x0) :Tomando Vf(x0) = g 1  WgÆf(x0)  f (Ux0) temos que8x0 2 U 9Ux0 2 Ox0 (U) 9Vf(x0) 2 Of(x0) (Y) 9t 2 g 1G  Vf(x0)tal que f (Ux0)  Vf(x0) e (s (x))x2Ux0 =  gÆf(x)x2Ux0 =  tf(x)x2Ux0 ;osequentemente (g Æ f) 1G(U)  f 1 (g 1G) (U) : f 1 (g 1G) (U)  (g Æ f) 1G(U) Seja (s (x))x2U 2 f 1 (g 1G) (U) ; então8x0 2 U 9Ux0 2 Ox0 (U) 9Vf(x0) 2 Of(x0) (Y) 9 (t (y))y2Vf(x0) 2 g 1G  Vf(x0)tal que f (Ux0)  Vf(x0) e (s (x))x2Ux0 = (t (f (x)))x2Ux0 :Dado que (t (y))y2Vf(x0) 2 g 1G  Vf(x0) temos que8y0 2 Vf(x0) 9V0y0 2 Oy0  Vf(x0) 9Wg(y0) 2 Og(y0) (Z) 9 2 G  Wg(y0)tal que g (Uy0) Wg(y0) e (t (y))y2V0y0 =  g(y)y2V0y0 ;em partiular para y0 = f (x0)9V0f(x0) 2 Of(x0)  Vf(x0) 9WgÆf(x0) 2 OgÆf(x0) (Z) 9 2 G  WgÆf(x0)tal que g  V0f(x0) WgÆf(x0) e (t (y))y2V0f(x0) =  g(y)y2V0f(x0) :
2.4. IMAGENS DE UM FEIXE POR UMA APLICAÇO CONTÍNUA.35Tomando o aberto U0x0 = Ux0 \ f 1 V0f(x0) temos quef  U0x0  Vf(x0) \ V0f(x0) = V0f(x0):Consequentemente8x0 2 U 9U0x0 2 Ox0 (U) 9WgÆf(x0) 2 OgÆf(x0) (Z) 9 2 g 1G  WgÆf(x0)tal que gÆf  U0x0 WgÆf(x0) e (s (x))x2U0x0 =  tf(x)x2U0x0 =  gÆf(x)x2U0x0 :Portanto f 1 (g 1G) (U)  (g Æ f) 1G(U) : Lema 2.4.6 Sejam X um aberto de um espaço toplógio Y; j : X ,! Y aapliação inlusão e F um feixe sobre Y: Entãoj 1F ' FjX:Demonstração: Seja U  X um aberto.j 1F (U) = n(s (x))x2U 2 jÆF (U)  8x0 2 U 9W 2 Ox0 (U)9V 2 Ox0 (Y)9t 2 F (V) tal que W  V e (s (x))x2W = (tx)x2W o= n(s (x))x2U 2 ~F (U)  8x0 2 U 9V 2 Ox0 (U) 9t 2 F (V)tal que (s (x))x2V = (tx)x2V o= F+ (U)logo j 1F = F+jX; omo F é feixe, pela Proposição 2.3.10 j 1F ' FjX: Faz então sentido darmos a seguinte denição:Denição 2.4.7 Dados F 2 Sh (X) ; Y  X om a topologia induzida ej : Y ,! X a inlusão FjY def= j 1F:Lema 2.4.8 Seja f : X! Y uma apliação ontínua e F um feixe loalmenteonstante sobre Y; então f 1F é um A módulo loalmente onstante sobreX:
36 CAPÍTULO 2. TEORIA DOS FEIXESDemonstração: Seja (Ui)i2I uma obertura aberta de Y tal que FjUi é umfeixe onstante de bra A, i.e. FjUi ' AdiUi: Sem perda de generalidade vamossupor que os Ui são onexos. Seja (Vj)j2J a obertura aberta de X obtida apartir da obertura (f 1 (Ui))i2I deompondo f 1 (Ui) nas suas omponentesonexas.Vamos ver que f 1FjVj é um feixe onstante. Seja U  Vj um abertof 1F (U) = n(s (x))x2U 2 f ÆF (U)  8x0 2 U 9W 2 Ox0 (U) 9V 2 Of(x0) (Y)9t 2 F (V) tal que f (W)  V e (s (x))x2W =  tf(x)x2W oDado que f (U)  Ui para algum i 2 I; temos quef 1F (U) = n (s (x))x2U 2Yx2UAdi 8x0 2 U 9W 2 Ox0 (U) 9V 2 Of(x0) (Y)9t 2 F (V) tal que f (W)  V e (s (x))x2W =  tf(x)x2W oSem perda de generalidade W é onexo e da mesma forma podemos suporque V é onexo, logo F (U) ' Adi ; onsequentementef 1F (U) = n (s (x))x2U 2Yx2UAdi 8x0 2 U 9W 2 Ox0 (U) tal que(s (x))x2W =  tf(x)x2W o= AdiVi (U) :Logo f 1FjVi ' AdiVi ; logo f 1F é um feixe loalmente onstante. 2.4.2 O feixe imagem diretaDenição 2.4.9 (feixe imagem direta) Seja f : X ! Y uma apliaçãoontínua. Dado um feixe F sobre X; dene-se fF sobre X (feixe imagemdireta) do seguinte modofF(U) def= F(f 1(U)); (U aberto de X);om os morsmos de restrição induzidos pelos de F:
2.5. COLAGEM DE FEIXES 372.5 Colagem de feixesDenição 2.5.1 Seja (Ui)i2I uma obertura aberta de um espaço topológioX: Assoiemos a ada i 2 I um feixe Fi sobre Xi: Dado um par (i; j) deelementos de I xemos um isomorsmo'ij : FijUi\Uj  ! FjjUi\Ujde tal forma que(i) 'ii = idFi; 8i 2 I(ii) 'ji = ' 1ij ; 8i; j 2 I(iii) 'jkjUi\Uj\Uk Æ 'ijjUi\Uj\Uk = 'ikjUi\Uj\Uk ; 8i; j:k 2 IDizemos que um feixe F sobre X é a olagem dos feixes Fi se existemisomorsmos 'i : FjUi  ! Fitais que o diagrama abaixo omutaFijUi\Uj 'ij ()FjUi\Uj'ijUi\Uj 'jjUi\Uj FjjUi\UjTeorema 2.5.2 Dada uma família de feixes (Fi)i2I sobre uma família deabertos (Ui)i2I e uma família de morsmos ('ij : FijUi\Uj ! FjjUi\Uj )i;j2Iveriando as ondições da Denição 2.5.1, então a olagem desta famíla defeixes existe e é únia a menos de um únio isomorsmo, ou seja se F e Gsão olagens dos feixes Fi; então existe um e um só isomorsmo ' : F ! Gtal que o diagrama abaixo omuta para qualquer i 2 I:FjUi 'Ui ()Fi'Fi 'Gi GjUi
38 CAPÍTULO 2. TEORIA DOS FEIXESDemonstração: Seja F o pré-feixe sobre X denido da seguinte forma:F (U) = n (si)i2I 2Yi2I Fi (Ui \ U)  8i; j 2 I'ij (Ui \ Uj \ U)  sijUi\Uj\U = sjjUi\Uj\Uoonde U é aberto de X. Dados U, V abertos de X tais que V  U; o morsmode restrição é dado porVU : F (U)  ! F (V) :(si)i2I 7 ! (sijUi\V)i2I Mostremos que F veria S1:Sejam (Vj)j2J uma obertura aberta de V, (si)i2I 2 F (V) ; tais que8j 2 J (si)i2I jVj = 0logo para qualquer j 2 J;  sijUi\Uji2I = 0; i.e. para quaisquer i 2 I; j 2 JsijUi\Uj = 0; omo Fi é feixe si = 0; onsequentemente (si)i2I = 0: Mostremos que F veria S2:Sejam V aberto de X, (Vj)j2J uma obertura aberta de V e(s (j)i)i2I 2 F (Vj) ; i.e. s (j)i 2 Fi (Ui \ Vj) ; tais que(s (j1)i)i2I Vj1\Vj2 = (s (j2)i)i2I Vj1\Vj2então para ada i 2 Is (j1)i Vj1\Vj2\Ui = s (j2)i Vj1\Vj2\Ui :Como Fi é feixe então existe i 2 F (Ui \ V) tal que ijUi\Vj = s (j)i ; logoexiste (i)i2I Vj = (s (j)i)i2I :Logo F é um feixe sobre X. Mostremos que FjUi ' Fi:Seja i0 2 I e V  Ui0 um aberto, temos então denido o seguinte morsmo	i0 (V) : Fi0 (V)  ! F (V)s 7 ! (sjUi\V)i2I
2.5. COLAGEM DE FEIXES 39Seja s 2 Fi0 (V) tal que 	i0 (V) (s) = (sjUi\V)i2I = 0; em partiular para aomponente i0 temos sjV = s = 0; logo 	i0 é injetiva.Seja (si)i2I 2 F (V) ; omo'i0j (Ui0 \ Uj \ V)  si0 jUi0\Uj\V = sjjUi0\Uj\V = sjjUj\V = sj;temos que (si)i2I =  'i0j (Ui0 \ Uj \ V)  si0 jUi0\Uj\Vj2Ilogo (si)i2I = 	i0 (V) (si0) ; logo 	i0 é sobrejetiva. Mostremos que o seguinte diagrama é omutativo, onde V  Ui \ Uj e' 1i = 	i para qualquer i 2 I:Fi (V) 'ij (V)' 1i (V)F (V) Fj (V)' 1j (V)Seja s 2 Fi (V) ; omo para qualquer s 2 Fi (V)' 1j (V) Æ 'ij (V) (s) = ' 1j ('ij (V) (s))= ('jk (V) Æ 'ij (V) (sjUk\V))k2I= ('ik (V) (sjUk\V))k2I= ' 1i (s) :Pelo que o diagrama () é omutativo, onsequentemente F é uma olagemde feixes.Mostremos que a olagem é únia a menos de um únio isomorsmo. SejamF, G olagens de feixes que tornem o diagrama () omutativo. Seja Uaberto de X e s 2 F (U) ; denimos um morsmo  : F ! G do seguintemodo  (U) : F (U)  ! G(U)s 7 ! 
40 CAPÍTULO 2. TEORIA DOS FEIXESonde  é a olagem da família   sjUi\Uji2I ; a qual é únia pois G é feixe.Sejam ';  : F ! G morsmos de feixes que tornam o diagrama ()omutativo. Como 'x = 'Gix Æ  'Fix 1 =  x para qualquer x 2 X; então pelaProposição 2.3.7 ' =  ; além do mais omo  x é um isomorsmo paraqualquer x 2 X; então pela Proposição 2.3.4  é um isomorsmo. 2.6 Feixes loalmente onstantesDenição 2.6.1 Sejam F 2 Sh (X) e U um aberto de X: Dado s 2 F (U)hama-se suporte de s e denota-se por supp s; ao onjunto fx 2 U j sx 6= 0g :Denição 2.6.2 Dado F 2 Sh (X) diz-se que F veria o prinípio doprolongamento analtio (p.p.a.) se toda a seção de F tem suporteaberto.Exemplo 2.6.3Dada uma variedade analítia omplexa X; OX veria p.p.a. Tal é onse-quênia de OX;x ' C fz1 ;    ; zng:Lema 2.6.4 Seja F um feixe que veria p.p.a. Sejam U um aberto onexode X e s; t 2 F (U) ; então s = t se e só se existe x 2 U tal que sx = tx:Demonstração:) ) Imediata.( ) Seja W = fx 2 U j sx = txg  U por hipótese W 6= ? Dado x0 2 U sx0 = tx0 ) sx0   tx0 = 0) (s  t)x0 = 0) 9Vx0 tal que (s  t) jVx0 = 0) 8x 2 Vx0 sx = txlogo W é aberto. da igualdade de onjuntosW = fx 2 U j (s  t)x = 0g = (supps)Ctemos que W é fehado.Como W é onexo temos que para qualquer x 2 U (s  t)x = 0: PeloLema 2.3.3 s  t = 0; logo s = t: 
2.6. FEIXES LOCALMENTE CONSTANTES 41Lema 2.6.5 Dado F 2 Sh (X) ; são equivalentes as seguintes armações:(i) F veria p.p.a.(ii) Existe uma obertura aberta (Ui)i2I de X tal que para qualquer i 2 I FjUiveria p.p.a.Demonstração:(i) ) (ii) Imediata, basta tomar a obertura X:(ii) ) (i) Seja U aberto de X e s 2 F (U)(supp s)C = fx 2 U j sx 6= 0g= [i2I fx 2 Ui j (sjUi)x 6= 0g= [i2I supp sjUiComo FjUi veria p.p.a. então supp s é aberto, logo F veria p.p.a. Corolário 2.6.6 Seja F 2 Sh (X) um feixe loalmente onstante, então Fveria p.p.a.Demonstração: Seja (Ui)i2I uma obertura aberta trivializante, entãoFjUi ' AdiUi: omo AdiUi veria p.p.a. temos que F veria p.p.a. Lema 2.6.7 Sejam X; Y espaços topológios e ' : X ! Y uma apliaçãoontínua. Dado F 2 Sh (X) se F veria p.p.a. então ' 1F veria p.p.a.Demonstração: SejaU aberto de X e (s (x))x2U 2 ' 1F (U) : Seja x0 2 Utal que s (x0) 6= 0; por denição de feixe imagem inversa9Wx0 2 Ox0 (U) 9Vf(x0) 2 Of(x0) (Y) 9t 2 F  Vf(x0) tal quef (Wx0)  Vf(x0) e (s (x))x2Wx0 =  tf(x)x2Wx0 :Como s (x0) 6= 0 então tf(x0) 6= 0; omo F veria p.p.a. então9V0f(x0)  Vf(x0) tal que 8y 2 V0f(x0) ty 6= 0em partiular 8x 2Wx0 \ f 1  V0f(x0) tf(x) 6= 0logo
42 CAPÍTULO 2. TEORIA DOS FEIXES8x 2Wx0 \ f 1  V0f(x0) s (x) 6= 0:Comofx0g Wx0 \ f 1  V0f(x0)  fx 2 U j s (x) 6= 0g = supp (s (x))x2U ;então supp (s (x))x2U = [x02fx2Ujs(x) 6=0gWx0 \f 1  V0f(x0) é aberto, logo ' 1Fveria p.p.a. Denição 2.6.8 Seja x um ponto do plano omplexo e s 2 OC ;x um germede função analítia. Dada uma urva  : [a; b℄ ! C ; om  (a) = x;hama-se prolongamento analítio de s ao longo de  a uma seção f 2 1OC ([a; b℄) ujo o germe em a é s:Pelo Lema 2.6.4 o prolongamento analítio se existir é únia.Lema 2.6.9 Podemos assoiar um prolongamento analítio f de s a umsubonjunto fa0;   ang de pontos de [a; b℄ tais que a0 = a; an = b; ai < ai+1e séries de potênias si 2 C fx   ig; om raios de onvergênia ri > 0 taisque(i)  ([a; b℄)  n[i=0Bri (i)(ii) sijBri(i)\Bri+1(i+1) = si+1jBri(i)\Bri+1(i+1); 8n 1i=0(iii) so = sOnde i =  (ai) e Bri (i) = z 2 C  jz   ij < ri	Mostra-se assim que a denição lássia de prolongamento analítio oinideom a nossa.Demonstração: Por denição de feixe imagem inversa temos que8x0 2 [a; b℄ 9Wx0 2 Ox0 ([a; b℄)9V(x0) 2 O(x0) (C ) 9sx0 2 OC  V(x0)tal que  (Wx0)  V(x0) e (fx)x2Wx0 = (sx0x )x2Wx0 ;onde sx0 2 OC  V(x0) então, restrigindo a um a bola Brx0 ( (x0))  V(x0)om rx0 suientemente pequeno, podemos onsiderar que sx0 é representa-do por uma série de potênias. A família (sx0)x02[a;b℄ veria as seguintespropriedades(i)  ([a; b℄)  [x02[a;b℄Brx0 ( (x0))(ii) sx0 jBrx0 ((x0))\Brx1 ((x1)) = sx1 jBrx0 ((x0))\Brx1 ((x1)); 8x0; x1 2 [a; b℄
2.6. FEIXES LOCALMENTE CONSTANTES 43(iii) sa = sComo [a; b℄ é ompato  ([a; b℄) é ompato pois  é ontínua. Porompaidade de  ([a; b℄) podemos enontrar uma subobertura nita de Brx0 ( (x0))x02[a;b℄ ; restrigindo algumas das seções a bolas mais peque-nas, se neessário, obtemos o resultado pretendido. Teorema 2.6.10 (da monodromia) Seja X uma aberto onexo do planoomplexo, x um ponto de X e s um germe de função analítia em x; queadmite ontinuação analítia ao longo de qualquer urva ontínua  : [a; b℄!X tal que  (a) = x: Sejam ;  : [a; b℄ ! X duas urvas ontínuas tais que (a) =  (a) = x e  (b) =  (b) = y: Se  e  são homotópias então osprolongamentos analítios de s ao longo de  e  têm o mesmo germe em b:Demonstração: Seja H : [a; b℄  [0; 1℄ ! X uma homotopia que defor-ma  em : Sejam I = [a; b℄  fg e H : I ! X a urva denida porH (t) = H (t; ) ;  2 [0; 1℄ :Seja f 2 H 1OX (I) o prolongamento analítio de s ao longo de H:Seja j : I ,! [a; b℄ [0; 1℄ a inlusão. Então pelo Lema 2.4.5H 1 OX (I) = j 1  H 1OX (I) :Como I e [a; b℄ [0; 1℄ são ompatos existe para ada  um representante~f 2 H 1OX ([a; b℄ V)de f; onde V é um intervalo ontido em [0; 1℄ que ontém  e é abertoem [0; 1℄ : Se V1 \V2 6= ? então ~f1 e ~f2 oinidem em fag  (V1 \ V2) :Uma vez que ~f1 e ~f2 são funções ontínuas oinidem num onjunto fehado.Dado que o feixeH 1OX veria p.p.a. (Lema 2.6.7), ~f1 e ~f2 oinidem numaberto. Conluimos então que as funções ~f1 e ~f2 oinidem na interepçãodos seus domínios. Como tal, podemos olar as seções ~f numa seçãof 2 H 1OX ([a; b℄ [0; 1℄) :Como a restrição de H a fbg  [0; 1℄ é uma apliação onstante entãoH 1OXjfbg[0;1℄é o feixe onstante de bra OX;y em virtude da Proposição 2.4.4. Como tala bra de f em (b; ) não depende de : Vamos generalizar os resultados aima sobre funções analítias, ao quadrodos feixes loalmente onstantes.Lema 2.6.11 Todo o feixe loalmente onstante sobre [0; 1℄ é onstante
44 CAPÍTULO 2. TEORIA DOS FEIXESDemonstração: Seja F um feixe loalmente onstante sobre [0; 1℄ : Existeuma família (It)t2J de intervalos ontidos em [0; 1℄ ; abertos em [0; 1℄ ; taisque FjIt é onstante, para qualquer t 2 J: Como [0; 1℄ é ompato podemossupor J = f0; 1; 2;    ; ng; para algum n 2 IN: Podemos ainda supor que sek < l; inf Ik < inf Il; sup Ik < sup Il:Vejamos que o morsmo anónio F ([0; 1℄) ! F0 é sobrejetivo. Dados 2 F0; existe s0 2 F (I0) tal que (s0)0 = s (pois FjI0 é um feixe onstante).Tomemos x1 2 I0 \ I1: Então existe s1 2 F (I1) tal que (s1)x1 = (s0)x1 : Pelop.p.a. s0 e s1 oinidem na interepção dos seus domínios, omo tal existe~s1 2 F(I0[I1) tal que (~s1)0 = s: Iterando o proesso onstruimos ~s 2 F ([0; 1℄)tal que (~s)0 = s:A injetividade é uma onsequênia imediata do Lema 2.6.4. Por apli-ação do Lema 2.3.17 temos então que F é um feixe onstante. Lema 2.6.12 Todo o feixe loalmente onstante sobre [a; b℄  [0; 1℄ é ons-tante.Demonstração: Seja F um feixe loalmente onstante sobre [a; b℄  [0; 1℄ :Existe uma obertura (Ui)i2I de [a; b℄[0; 1℄ tal que FjUi é um feixe onstante.Dado que os retângulos da forma ℄x  "; x+ "[ ℄y   Æ; y + Æ[\ [a; b℄ [0; 1℄ ;om "; Æ > 0 formam uma base de abertos, podemos supor que a oberturaé formada por retângulos. Por ompaidade de [a; b℄ [0; 1℄ podemos enon-trar uma subobertura nita formada por retângulos. Esolhendo n 2 INsuientemente grande podemos supor que a obertura de abertos é da formaia  (b a)(j 1)2n ; a+ (b a)(j+1)2n h i 12n ; i+12n \[a; b℄[0; 1℄; i; j 2 f0; 1; 2;    ; ng:Apliando o mesmo argumento utilizado na demostração do Lema 2.6.11temos que para qualquer i 2 f0; 1; 2;    ; ng Fj[a;b℄℄ i 12n ; i+12n [\[a;b℄[0;1℄ é umfeixe onstante. Tornando a apliar o mesmo raioínio temos então queF[a;b℄[0;1℄ é um feixe onstante. A próxima proposição permite generalizar o oneito de prolongamentoanalítio.Proposição 2.6.13 Seja X um espaço topológio e  : [a; b℄ ! X uma apli-ação ontínua. Dado um feixe F sobre X loalmente onstante temos denidoo isomorsmo ' : F(a) ! F(b) dado pela omposição (f. Proposição 2.4.4)F(a)  !   1Fa ~' !   1Fb  ! F(b)s 7 ! (~s)bonde ~s é o únio elemento de  1F ([a; b℄) tal que (~s)a = s:
2.6. FEIXES LOCALMENTE CONSTANTES 45Demonstração: Consequênia imediata do Lema 2.3.17. Lema 2.6.14 Seja X um espaço topológio e H : [a; b℄  [0; 1℄ ! X umaapliação ontínua. Dado um feixe F sobre X loalmente onstante temosdenido o isomorsmo 'Ht : FH(a;t) ! FH(b;t) dado pela omposiçãoFH(a;t)  !  H 1F(a;t) ~'Ht !  H 1F(b;t)  ! FH(b;t);s 7 ! (~s)(b;t)onde ~s é o únio elemento de H 1F ([a; b℄ [0; 1℄) tal que (~s)(a;t) = s:Demonstração: Consequênia imediata do Lema 2.3.17. De igual forma podemos generalizar o teorema da monodromia ao quadrodos feixes loalmente onstantes.Proposição 2.6.15 Seja X um espaço topológio onexo e loalmente onexopor aros. Seja F um feixe loalmente onstante sobre X: Dados ;  : [a; b℄!X duas urvas ontínuas tais que (a) = (a) = x e (b) = (b) = y; se  e são homotópias então ' = ':Demonstração: Seja H : [a; b℄ [0; 1℄! X uma apliação ontínua. Vamosomeçar por mostrar que dado (s (x; y))(x;y)2[a;b℄[0;1℄ 2 H 1F ([a; b℄ [0; 1℄)então existe U aberto de X tal que [a; b℄  [0; 1℄  U e existe  2 F (U) talque s = H 1:(s (x; y))(x;y)2[a;b℄[0;1℄ 2 H 1F ([a; b℄ [0; 1℄) se e só se8(x0; y0) 2 [a; b℄ [0; 1℄ 9W(x0;y0) 2 O(x0;y0) ([a; b℄ [0; 1℄)9VH(x0;y0) 2 OH(x0;y0) (X) 9tH(x0;y0) 2 F  VH(x0;y0) tal queH  W(x0;y0)  VH(x0;y0) & (s (x; y))(x;y)2W(x0;y0) =  tH(x0;y0)(x;y)2W(x0;y0) :Por olagem da família  tH(x;y)(x;y)2[a;b℄[0;1℄ temos denida uma seção 2 F [(x;y)2[a;b℄[0;1℄VH(x;y)! tal que H 1 = (s (x; y))(x;y)2[a;b℄[0;1℄ :Suponhamos agora que H é uma homotopia que deforma  em :O diagrama seguinte
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FH(a;0) a(a;0) (H 1F)(a;0) ~'H0 (H 1F)(b;0) a 1(b;0) FH(b;0)FH(a;1) a(a;1) (H 1F)(a;1) ~'H1 (H 1F)(b;1) a 1(b;1) FH(b;1)é omutativo pois dado H(a;0)  = H(a;0) 2 FH(a;0) temos a 1(b;0) Æ ~'H0 Æ a(a;0)  H(a;0) = a 1(b;0) Æ ~'H0  H 1H(a;0)= a 1(b;0) Æ ~'H0  H(a;0)= a 1(b;0)  ~s(b;0)= a 1(b;0)  H 1(b;0)= H(b;0)onde ~s 2 H 1F ([a; b℄ [0; 1℄) é a únia seção (pelo Lema 2.3.17) tal que~s(a;0) = H(a;0): a 1(b;1) Æ ~'H1 Æ a(a;1)  H(a;1) = a 1(b;1) Æ ~'H1  H 1H(a;1)= a 1(b;1) Æ ~'H1  H(a;1)= a 1(b;1)  ~s(b;1)= a 1(b;1)  H 1(b;1)= H(b;1)donde temos a omutatividade do diagrama.Seja j0 : [a; b℄ [a; b℄ [0; 1℄ a apliação inlusão.x (x; 0)Pela Observação 2.4.3 temos que j 10 ~s 2 j 10 (H 1F) ([a; b℄) e pelo Lema2.3.17 j 10 ~s é a seção que veria  j 10 ~sa = H(a;0):Consideremos o diagrama
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(a) aa ( 1F)a ~' ( 1F)b a 1b F(b)FH(a;0) a(a;0) (H 1F)(a;0) ~'H0 (H 1F)(b;0) a 1(b;0) FH(b;0)este é omutativo pois dado H(a;0)  = (a) ; temosa 1b Æ ~' Æ aa  (a) = a 1b Æ ~'   1a= a 1b Æ ~'  (a)= a 1b  j 10 ~sb= a 1b  j 10  H 1b= a 1b   1b= (b)= H(b;0)= a 1(b;0) Æ ~'H0 Æ a(a;0)  H(a;0)de igual forma mostramos que a 1b Æ ~' Æaa = a 1(b;1)Æ ~'H1 Æa(a;1): Consequente-mente ' = ': Teorema 2.6.16 Seja X um espaço topológio onexo loalmente onexo poraros e simplesmente onexo. Então todo o feixe F loalmente onstante sobreX é onstante.Demonstração: Dado que X é simplesmente onexo pela Proposição 2.6.15temos que todas as bras são isomorfas a Ad para algum d 2 IN0:Sejam U,V abertos onexos de X tais que V  U; (Ui)i2I uma oberturaaberta de U por abertos onexos tais que V\Ui; Ui\Uj são abertos onexose FjUi ' AdUi:Introduzamos uma boa ordem em I por forma a que para qualquer i 2 I;i > k existe j < i tal que Ui \ Uj 6= ?; onde k é o mínimo de I e parao qual Uk  V: Tal é possível pois U é onexo. Dados i0; i1 2 I tais queUi0 \ Ui1 6= ?; Ui0  V e si0 2 F (Ui0) temos que existe um e um sósi1 2 F (Ui1) tal que si0 jUi0\Ui1 = si1 jUi0\Ui1 ; pois FjUi1 é um feixe onstantee Ui0 \Ui1; Ui1 são abertos onexos, pelo que podemos olar as duas seções.Dada uma seção s 2 F (V) sjUk 2 F (Uk) ; por indução nos elementos deI existe um e um só  2 F (U) tal que jV = s; logo VU : F (U) ! F (V) éum isomorsmo, pelo Lema 2.3.17 temos então que F é um feixe onstante.
48 CAPÍTULO 2. TEORIA DOS FEIXESCorolário 2.6.17 Sejam X um espaço topológio loalmente simplesmenteonexo e F ; G AX -módulos então:HomAX(F ;G)jU ' HomAX(U)(F(U);G(U))onde U é um aberto onexo de X.Demonstração: Consideremos a seguinte apliação: : HomAX(F ;G)jU  ! HomA(F(U);G(U));' : FjU ! GjU 7 ! '(U): F(U)! G(U)sejam  : F(U)! G(U) 2 HomA(F(U);G(U)) e V  U: Deomponhamos Vnuma família de abertos simplesmente onexos (Vi)i2I; onsideremos entãoo seguinte diagrama: F(U) oFVi;U G(U)o GVi;UF(Vi) Vi G(Vi)onde Vi : F(Vi)! G(Vi) é o únio morsmo que torna o diagrama anterioromutativo pois pelo Lema 2.6.16 FVi;V; GVi;V são isomorsmos. Considere-mos então a seguinte família de diagramas:F(V) Vs 7 ! FVi;V G(V)GVi;VF(Vi) Vi G(Vi)onde  é a olagem da família (Vi(sjVi))i2I ; a qual existe e é únia. Conse-quentemente existe um e um só morsmo V que torna a família anterior dediagramas omutativa, logo  é uma bijeção pelo queHomAX(F ;G)jU ' HomAX(U)(F(U);G(U)): 
2.6. FEIXES LOCALMENTE CONSTANTES 49Corolário 2.6.18 Sejam F ; G AX -módulos sobre um espaço topológio Xonexo por aros e loalmente simplesmente onexo. Sejam x0 2 X e'x0 : Fx0 ! Gx0 um morsmo A -linear, então existe um e um só homo-morsmo AX -linear ' : F ! G ujo o limite indutivo em x0 é 'x0 :Demonstração: Consequênia imediata do Corolário 2.6.17 e do Lema2.3.17 Denição 2.6.19 Seja E um feixe loalmente onstante sombre um espaçotopológio X e  : [0; 1℄ ! X um laete om (0) = (1) = x: Sejam r0; r1os morsmos denidos em  1E([0; 1℄) om valores em ( 1E)0 e ( 1E)1respetivamente. Chamamos monodromia de E ao longo de  ao isomor-smo T : Ex  ! ( 1E)0 r 10 !  1E([0; 1℄) r1 ! ( 1E)1  ! Ex:A Proposição 2.6.15 mostra que este morsmo só depende da lasse de ho-motopia de ; pelo que o denotaremos por T[℄:Fixemos um espaço topológio X, x 2 X; e um feixe loalmente onstanteE sobre X. Assoiemos a ada  2 1(X; x) o automorsmo T[℄ de Ex denidopela monodromia de E ao longo de :Denição 2.6.20 Seja A um anel , E um A -módulo e G um grupo. Cha-mamos representação de G em E a um morsmo de grupos ' de G para ogrupo dos automorsmos A -lineares de E:Denição 2.6.21 Dadas representações ' : G! AutA(E);  : G! AutA(F);hama-se morsmo de ' em  a uma apliação A -linear u : E! F tal queo diagrama abaixo omuta para qualquer  em G:E u'() F ()E u FDenimos assim a ategoria das representações de um grupo G na ategoriados A-módulos.
50 CAPÍTULO 2. TEORIA DOS FEIXESLema 2.6.22 Sejam E, F feixes loalmente onstantes sobre X, u : E ! Fum morsmo de feixes e ux : Ex ! Fx o respetivo limite indutivo. Se [℄ 21(X; x); então o seguinte diagrama é omutativoEx uxTE[℄ FxT F[℄ ()Ex ux FxDemonstração: Dado que o limite indutivo está denido a menos de iso-morsmo e tendo em onta a Proposição 2.4.4 temos o seguinte diagrama:Ex ux Fx( 1E)0or 10 1 ( 1F)0o r 10 1E([0; 1℄)or1  1u([0; 1℄)  1F([0; 1℄)o r1( 1E)1 2 ( 1F)1Ex ux Fxpor denição de limite indutivo de um morsmo e pelo Lema 2.4.2 temos queos quadrados 1 e2 são omutativos, pelo que o diagrama () é omutativo.Fixemos um anel A, um espaço topológio X e x 2 X: Temos então umfuntor Monodromia da ategoria dos A -módulos loalmente onstantes, derank n; sobre X, para a ategoria das representações de 1(X; x) emGL(n;A):Podemos denir um funtor da ategoria dos sistemas loais de rank nsobre um espaço topológio X para a ategoria das representações de 1(X; x)em GL(n; C ):
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℄ 7! T[℄E u! F 7 ! Ex ux! Fx:Denição 2.6.23 Ao funtor atrás denido hamamos funtor monodro-mia.Teorema 2.6.24 Se todo o elemento de X admite uma vizinhança simples-mente onexa, então o funtor monodromia é uma equivalênia de ategorias.Demonstração: Fidelidade e plenitude: Consequênia imediata do Corolário 2.6.18. Isomoramente denso: Seja (~X; ~x0) um revestimento universal de(X; x0): Relembremos que (f. Corolário A.0.11) 1(X; x0) opera sobre ~X:se ~ é o levantamento de um laete  om origem em ~x0; existe um únio au-tomorsmo h[℄ do revestimento ~X tal que h[℄( ~x0) = ~(1): Denotemos por ~F oquoiente de ~XFx0 pela relação de equivalênia (~x; sx0)  (h 1[℄ (~x); T[℄(sx0));[℄ 2 1(X; x0): Podemos onstruir então a seguinte apliação: : ~F  ! X:(~x; sx0) 7 ! xÉ imediato que  é um revestimento. Seja F̂ o feixe das seções de ~F: Paraveriar que a representação assoiada a F̂ é igual a T tomemos a imageminversa de F̂ por ~: a seção que vale sx0 em em ~x0 vale também sx0 emh[℄(~x0); identiando os pontos (h[℄(~x0); sx0) e (~x0; T[℄(sx0)) temos o resul-tado pretendido. 2.7 Equações difereniais no plano omplexoClassiamente trabalhamos om equações difereniais linearesy(n) + a1(z)y(n 1) +   + an(z)y = 0 (2.2)de ordem n om oeientes meromorfos. O método standard para o seuestudo onsiste em transforma-la num sistema de equações difereniais deprimeira ordem
52 CAPÍTULO 2. TEORIA DOS FEIXESdYdz = A(z)Y (2.3)por intermédio da transformação:Y = 0BBB yy0...y(n 1) 1CCCAonde A é a matriz n n dada pela fórmula:
A = 0BBBBB 0 1    00 0 : : : 0... ...    ...0 0    1 an  an 1     a1
1CCCCCA : (2.4)Seja D um domínio onexo em IP1 e A uma matriz holomorfa em D nDonde D é um subonjunto disreto de D; sendo A meromorfa nos pontos deD: Os pontos de D onde A é singular são hamados os pontos singularesde A: Dado qualquer ponto z0 2 DnD e qualquer vetor Y0 2 C n existe umaúnia solução Y de 2.3 denida numa vizinhança de z0 om Y (z0) = Y0: Alinearidade de 2.3 implia que esta solução existe globalmente em qualquersub-domínioD0 de DnD ontendo z0; e onsequentemente, pode ser extendidaao longo de qualquer aminho em D nD:A equação 2.3 também tem sentido quando Y é uma matriz n n: Umamatriz F solução desse sistema diz-se uma matriz fundamental de 2.3. Seexistir z0 2 D n D e Y1; Y2;    ; Yn forem n  1 vetores solução de 2.3 taisque Y1(z0);    ; Yn(z0) formam uma base de C n ; então a matriz n nF = (Y1;    ; Yn)é uma matriz fundamental. A matriz F; tipiamente, será multivaluada.O prolongamento analítio ao longo de um aminho fehado  de pontobase z0 transforma o germe de matriz F em z0 em FM() em z0; ondeM() 2 GL(n; C ): A matriz M() depende apenas da lasse de homotopiade ; f. Teorema da monodromia 2.6.10, e a relação óbviaM(0) =M()M(0)
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0 representa o aminho resultante de primeiro perorrermos o aminho 0e de seguida o aminho ), mostra que M dene uma representação dogrupo fundamental 1(D nD; z0)de D n D de ponto base z0; hamada a representação da monodromiade 2.3, as lasses de equivalênia são independentes da esolha do germe dematriz F em z0: O onjunto das matrizes M() é, então, um subgrupo deGL(n; C ); hamado o grupo de monodromia. Se substituirmos z0 porqualquer outro ponto z1 de D nD as suas lasses de onjugação permaneeminvariantes. Notemos que A é univoamente determinado por F por inter-médio da fórmula: dFdz F 1 = A: (2.5)Consideremos agora um ponto singular x 2 D e  um diso ontendo x;suientemente pequeno por forma a que   D e x seja o únio ponto de Dem : Seja z um sistema de oordenadas em x: Se esolhermos z0 2  n fxge observarmos que 1(   fxg; z0) ' Z; obtemos uma lasse de onjugação  em GL(n; C ); a hamada lasse de monodromia loal em x: Se F é umgerme de matriz fundamental em z0 e  um laete em  n fxg de pontobase z0 perorrido no sentido direto e que engloba o ponto x; então F étransformado em Fm;m 2   quando perorremos o laete :   não dependeda esolha de  ou de z0: Se C 2 gl(n; C ) é tal quee2iC =m (2.6)então: zC def= elog zCmuda da mesma forma que F quando fazemos o prolongamento analítio aolongo do laete ; pelo que g(z) def= F(z)  (zC) 1será uma apliação em  n fxg:Diremos que x é um ponto singular regular se uma das armaçõesseguintes, que são equivalentes, é satisfeita:(i) g é de resimento moderado em 0; i.e. g(z) = O(jzj R) quandoz ! 0 para algum R  0:(ii) F é de resimento moderado em x:
54 CAPÍTULO 2. TEORIA DOS FEIXES(iii) F = g(z)zC onde g é meromorfa em 0:Em partiular e2iC é a matriz de monodromia loal.Denição 2.7.1 O sistema 2.3 diz-se singular regular se ada um dospontos for singular regular.Comeemos por supor que x é um ponto singular regular. Na vizinhançade z = 0 uma matriz fundamental F é da forma F(z) = g(z)zC onde g émeromorfa em 0 e C está na forma anónia de Jordan, pelo que as entradasde F são ombinações lineares de funções da formaz(log z)Xn0 nznonde  2 C ;  2 IN0 e a série de potênias tem raio de onvergênia positivo.Teorema 2.7.2 (Fuhs) A equação 2.3 é singular regular se e só se asfunções ai são meromorfas sobre D e a ordem do polo de ai em ada pontode D é menor ou igual a i.Demonstrações detalhadas deste Teorema podem ser enontradas em [15℄pag. 65, ou [20℄ pag. 107.Denição 2.7.3 Os sistemas ddz U = AUddz V = BVdizem-se equivalentes se existe uma matriz P 2 Mnn(OD(D)) tal queU = PV e as matrizes A; B veriam a relação (análoga à da equação2.10): B = P 1AP+P 1ddzP: (2.7)Teorema 2.7.4 (Fuhs) São equivalentes:(i) O sistema 2.3 é equivalente a um sistemazddz V (z) = B(z)V (z);onde B(z) 2Mnn(O(D)):
2.7. EQUAÇÕES DIFERENCIAIS NO PLANO COMPLEXO 55(ii) O sistema 2.3 é equivalente a um sistema da formazddz V (z) =  V (z);onde   2Mnn(C ):(iii) O sistema 2.3 é singular regular.Uma Demonstração detalhada deste Teorema podem ser enontrada em [15℄pag. 66,Vamos agora dar um proesso de alular a monodromia de um sistemaregular da forma zddz V (z) = BV (z); (2.8)om B(z) 2 Mnn(O(D)): A ideia onsiste em determinar uma matriz   2Mnn(C ) tal que o sistema 2.8 seja equivalente azddz V (z) =  V (z):Notemos que o álulo da monodromia loal de um sistema orresponde aoálulo da monodromia do seguinte feixe:ker ddz   1zB(z) : (O(fxg))n  ! (O(fxg))no qual é um feixe loalmente onstante em  n fxg: Esta esrita permite verque a monodromia, tal omo é dada na equação 2.5, não depende do sistemade oordenadas.Teorema 2.7.5 Se os valores próprios de B(0) não diferirem por um inteironão nulo, então 2.8 é equivalente a:zddz V (z) = B(0)V (z):Uma demonstração deste Teorema pode ser enontrada em [15℄ pag. 70.Vamos mostrar que mesmo no aso em que a matriz B(0) não satisfaz asondições do Teorema 2.7.5, podemos reduzir-nos sempre a esse aso usandoo método que vamos passar a desrever:-Consideremos o sistemazddz V (z) = B(z)V (z):
56 CAPÍTULO 2. TEORIA DOS FEIXESUsando o Teorema de Jordan podemos supor queB =  C(z) F(z)G(z) D(z)  ;onde C(z) 2 Mpp(O()); D(z) 2 Mqq(O()); F(0) = 0; G(0) = 0 e C(0)tem um únio valor próprio ; distinto dos valores próprios de D(0):Fazendo uma mudança de variável: 1z1p 00 1q V (z);usando a equação 2.7 obtemos um sistema z dVdz (z) = ~B(z)V (z); onde~B(z) =  C(z)  1p 1zF(z)zG(z) D(z)  :Como tal ~B(0) =  C(0)  1p F10 D(0) tem valores próprios    1; 1;    ; k; onde 1;    ; k são valores própriosde D(0): Agora é uma questão de utilizarmos reursivamente o proesso atéque não hajam valores próprios que diram por um inteiro não nulo.2.8 Conexões holomorfasPara simpliar, ao longo desta seção iremos supor que X é uma superfíiede Riemann.2.8.1 Fibrados vetoriais holomorfosSeja  : E ! X uma apliação holomorfa entre duas variedades analítiasomplexas. Dizemos que (E; ) é um brado vetorial de rank d sobreX se existe uma obertura aberta U de X ( dita obertura trivializantede X) tal que para qualquer aberto U de U existe uma arta biholomorfa 'Uque torna o diagrama abaixo omutativo
2.8. CONEXÕES HOLOMORFAS 57 1(U) 'U U C dp1U(p1 designa a primeira projeção) e que satisfaz a propriedade de lineariedade:para qualquer par (U;V) de abertos da obertura a mudança de artas'V Æ ' 1U : (U \ V) C d ! (U \ V) C d é linear nas bras, i.e.8x 2 U \ V 'V Æ ' 1U jfxgCd : fxg  C d  ! fxg  C dé linear.Um morsmo ' entre dois brados E e E' sobre X é uma apliaçãoholomorfa de E em E' que torna o diagrama omutativoE ' E00Xe induz para qualquer x 2 X uma apliação linear 'x : Ex ! E0x ondeEx =  1(x):2.8.2 OX  módulos loalmente livresSeja E um brado sobre X e U um aberto de X. Uma seção holomorfade E sobre U é uma apliação holomorfa  : U ! E que é uma seção daprojeção ; i.e. que satisfaz  Æ  = IdU: O onjunto E(U) das seçõesholomorfas é um módulo sobre OX(U): As apliações naturais de restriçãoaos abertos permitem denir um pré-feixe E sobre X que de fato é um feixede OX   módulos: Dado que E é loalmente isomorfo a um brado trivial,ou seja é isomorfo a OdU; temos que E é um feixe loalmente livre de rank dsobre OX:Vamos denotar por X e 
1X os feixes assoiados aos brados X : TM!M; X : TM ! M respetivamente.Podemos denir um funtor da ategoria dos brados vetoriais (os mor-smos são os morsmos de brados vetoriais) na ategoria dos feixes de
58 CAPÍTULO 2. TEORIA DOS FEIXESOX   módulos loalmente livres (um morsmo de brados dá origem a ummorsmo de feixes, por omposição om as seções loais).Proposição 2.8.1 (Equivalênia brados-feixes loalmente livres)O funtor assim denido é uma equivalênia entre a ategoria dos bradosholomorfos de rank d e a dos feixes de OX módulos loalmente livres de rankd.Demonstração: O funtor é el: Seja f : E ! E0 um morsmo de brados tal que omorsmo de feixes f : E ! E 0 induzido por este é nulo. Sejam x 2 X e U umaberto de X trivializante para E e E', i.e. EjU ' U  C d e E0jU ' U  C d0 :Para qualquer seção  : U! UC d ; a omposta f Æ : U! UC d0 é nula.Consequentemente a imagem por f(x) de ada vetor da base anónia deC d é nula, logo f(x) : Ex ! E0x é a apliação linear nula.O funtor é pleno: Vamos omeçar por supor que E e E' são trivializáveis,logo E e E 0 são livres (E ' OdX e E 0 ' Od0X ): Um morsmo ' : OdX ! Od0Xexprime-se por uma matriz('ij) de dd0 tomando as bases anónias orres-pondentes, onde 'ij : OX ! OX é um morsmo de OX   módulos livres.O feixe OX admite uma seção anónia -a seção unidade 1 e 'ij(1) éuma seção holomorfa sobre X. Reiproamente, por lineariedade, é laroque 'ij(1) determina 'ij ompletamente. Consequentemente dar a matriz('ij(1)) é equivalente a dar ': Esta matriz dene um morsmo entre bra-dos triviais X C d  ! X C d0 :(x; v) 7 ! (x; 'ij(1)(x):v)No aso geral E e E 0 são loalmente livres. Se ' : E ! E 0 é um morsmo defeixes, onstruimos um morsmo de brados EjU ! E0jU tomando a restriçãoa qualquer aberto trivializante. A delidade mostra que podemos olar estesmorsmos num morsmo de E! E0: O funtor é isomoramente denso: Seja U uma obertura abertade X e U um aberto de U tal que EjU ' OdU ' S(U  C d) (o feixedas seções do brado U  C d), designemos por 'U tal isomorsmo.Tomando dois abertos U, V nas ondições anteriores temos que'VjU\V Æ 'Uj 1U\V : S(U  C d) ! S(U  C d) é um isomorsmo, on-sequentemente pela delidade e plenitude temos que existe um isomorsmode brados U  C d jU\V ! U  C d jU\V; logo podemos fazer a olagem dos
2.8. CONEXÕES HOLOMORFAS 59brados por forma a obtermos um brado F sobre X. Como EjU ' S(F)jUpara a obertura U; pela Proposição 2.3.7 E ' S(F): Denição 2.8.2 Uma onexão holomorfa r sobre um brado vetorial : E! X é um homomorsmo C X   linear de feixesr : E  ! 
1X 
OX Esatisfazendo a regra de Leibnitz: para qualquer aberto U de X; qualquer funçãoholomorfa f 2 OX(U) e qualquer s 2 E(U) temos denida a igualdade (regrade Leibnitz) r(f:s) = fr(s) + df 
 s 2 
1X 
OX E(U):Denição 2.8.3 Dado um feixe E de rank d sobre X e U  X um aberto,dizemos que U é um aberto trivializante se EjU ' OdU:2.8.3 Expressão loal da onexãoSeja U um aberto trivializante de E e e = (e1;    ; ed) uma base de E(U);i.e. qualquer seção holomorfa s 2 E(U) se esreve de forma úniaPdj=1 siejom sj 2 OX(U): Existe então uma matriz 
 = (!ij); de d d; de 1-formasholomorfas tal que temos a igualdader(ei) = dXj=1 !ji 
 ej:Podemos esrever da forma matriial0B r(e1)...r(ed) 1CA = t

0B e1...ed 1CADizemos que 
 é a matriz da onexão rna base e. Se s =Pi siei é umaseção holomorfa de E(U) temos
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r(s) = r0B(s1;    ; sd) :0B e1...ed 1CA1CA= (ds1;    ; dsd)
0B e1...ed 1CA+ (s1;    ; sd) :r0B e1...ed 1CA=  (ds1;    ; dsd) + (s1;    ; sd) :t

0B e1...ed 1CASeja " = ("1;    ; "d) uma outra base de E(U) e P 2 GL(d;OX)(U) amatriz mudança de base de e para "("1;    ; "d) = (e1    ; ed):P;então a matriz 
0 de r na base " obtem-se a partir de 
 pela fórmula
0 = P 1
P + P 1dP:Denição 2.8.4 Seja E um sistema loal de rank d; uma seção holomorfar -horizontal de E(U); U aberto de X; é uma seção que satisfaz r(s) = 0;i.e. é uma seção sobre U do feixeker[r : E  ! 
1X 
OX E ℄:Se U for aberto trivializante e se as omponentes de s numa base loal ede E(U) são s1    ; sd; a equação r(s) = 0 esreve-se0B ds1...dsd 1CA+ 
0B s1...sd 1CA = 0dado que X é uma superfíie de Riemann 
 = 
(1)dz; onde 
(1) 2 M(d;OX);podemos esrever ddz 0B s1...sd 1CA =  
(1)0B s1...sd 1CA : ()
2.8. CONEXÕES HOLOMORFAS 61Teorema 2.8.5 (Cauhy-Kowalevski) Seja r : E ! 
1X 
CX E uma o-nexão holomorfa sobre um brado vetorial E de rank d; i.e. é loalmenteisomorfo ao feixe loalmente onstante C dX :(i) O feixe loalmente onstante Er = kerr é um feixe loalmente onstantede C -espaços vetoriais de rank d i.e. é loalmente isomorfo ao feixe ons-tante C dX :(ii) O feixe OX 
CX Er é um feixe loalmente livre de OX   módulos e aonexão denida por r(f 
 s) = df 
 s é tal que  OX 
CX Err = Er:(iii) O homomorsmo natural OX
CX Er ! E é um isomorsmo de bradosom onexão.Demonstração: (i) Como o enuniado é de natureza loal podemos tomaruma arta loal U de X na qual E é trivial. Seja um diso de C entrado em0: Pelo Teorema de existênia e uniidade de solução das equações difereniaisordinárias as soluções de (*) em  formam um espaço vetorial sobre C dedimensão d; i.e. temos o seguinte isomorsmo de C -espaços vetoriais	: Er  ! C ds 7 ! s(0)(ou de forma análoga para qualquer m 2 ); onsequentemente Erj ' C d :(ii) Comeemos por mostrar que OX 
CX Er é um OX -módulo loalmentelivre. O enuniado é de natureza loal , logo podemos tomar uma artaloal U de X na qual Er é trivial. Pela Proposição 2.3.10 OX 
CX ErjU 'OU 
CU  ErjU ; pois os pré-feixes são isomorfos.Como ErjU ' C jdU temos que OX 
CX Er ' OU 
CU  ErjU 'OU 
CU C jdU ' OdU; logo OX 
CX Er é um OX -módulo loalmente livre.Preisemos melhor a onstrução de r: Por apliação da Proposição 2.3.10temos que o diagrama seguinte é omutativoOX(U)
CX (U) Er(U) 	(U)(U) E(U)OX 
CX Er(U) 	+(U)omo 	x é um isomorsmo para qualquer x 2 X; pelas Proposições 2.3.10,2.3.4	+ é um isomorsmo deOX -módulos. Chamamos igualmente a atençãoque
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OX Eé um isomorsmo de feixes, pois é um isomorsmo de pré-feixes.Na denição der zemos a identiação
1X
OX OX 
CX Er ' 
1X
OX Ei.e. id
	+ Ær(f Æs) = df 
s: Dado U um aberto trivializante de Er temosr(f 
 s) = 0 , df 
 s = 0, df = 0, f 2 C X(U)logo kerr = C X 
CX Er ' Er; onsequentemente  OX 








 	 2.9 Conexões meromorfasAo longo desta seção vamos supor que X é uma superfíie de Riemann.2.9.1 Fibrados meromorfosSeja X uma superfíie de Riemann e   X um subonjunto disreto. As-soiamos a ada aberto U de X o grupo abeliano OX () (U) : Este é osubgrupo das funções holomorfas ' sobre U n tais que para qualquer artaV ontida em U, onde  \ V é denido pela anulação de uma oordenadaloal, i.e.  \ V = fz = 0g; existe n 2 IN0 tal que zn'jV (z) é holomorfa emV. Tomando para  a restrição habitual, o par (OX () ; ) é um pré-feixe,a que hamamos o pré-feixe das funções meromorfas om polos ao longo de: Na realidade este pré-feixe é um feixe que denotamos OX () : Tendo emonta a Proposição 2.8.1 faz sentido darmos a seguinte Denição:
2.9. CONEXÕES MEROMORFAS 63Denição 2.9.1 Um brado meromorfo sobre X om polos ao longode  é um feixe loalmente livre de rank nito de OX () -módulos.Denição 2.9.2 SejaM um brado vetorial meromorfo om polos ao longode ; uma onexão meromorfa sobre M é um homomorsmo C X -linearde feixes: r : M ! 
1X 
OX Msatisfazendo a regra de Libnitz: para qualquer aberto de U de X; qualquerfunção meromorfa f 2 OX()(U) e qualquer s 2 M(U) temos denida aigualdade (regra de Leibnitz):r(f:s) = fr(s) + df 
 s 2 
1X 
OX M(U):Notemos que numa base loal deM sobre OX(); a matriz
 da onexãoé de elementos em OX() 
OX 
1X def= 
1X(): Se X for uma superfíie deRiemann, x0 2  que sem perda de generalidade podemos onsiderar x0 = 0;e z um sistema de oordenadas numa vizinhança  de 0; então a onexãomeromorfa admite a seguinte esrita loal:zddz  A : (O(f0g))n  ! (O(f0g))n (2.9)onde n é o rank de M e A 2Mnn(O(fx0g)):As onsiderações da seção 1.8.3 estendem-se ao aso meromorfo de maneiraimediata, a matriz 
0 de r na nova base obtem-se a partir de 
 pela fórmula
0 = P 1
P + P 1dP; (2.10)notemos que a matrizP da dita seção pertene, neste aso, aGLd(OX())(U):2.9.2 A orrespondênia de Riemann-HilbertSeM é uma onexão meromorfa sobre um brado xado om polos ao longode ; então a restrição de M a X n é uma onexão holomorfa sobre X n:Suponhamos que  é um diso aberto do plano omplexo om entro naorigem. Seja  =  n f0g: O germe na origem de um brado vetorialmeromorfo sobre ; om polos na origem, é um espaço vetorial de dimensãonita sobre o orpo K das séries de Laurent om polos de ordem nita.Sejam u1;    ; un uma base deM0: Tomando a expressão loal da onexãotemos que existem aij 2 K tais que
64 CAPÍTULO 2. TEORIA DOS FEIXESddz ui =Xj ajiuj: (2.11)Se esolhermos uma outra base obteremos um sistema equivalente.Denição 2.9.3 Dizemos que uma onexão meromorfa é singular regularem 0 se o sistema 2.11 for singular regular.Denição 2.9.4 Dada uma superfíie de Riemann X e um subonjunto dis-reto  de X; diremos que uma onnexão meromorfa M sobre X; om polosao longo de ; é singular regular ao longo de  se, dado x0 2 ; existeuma arta U de X entrada em x0 ontendo um diso  entrado em x0; talque a restrição da onexão meromorfa M a  é singular regular em x0:Teorema 2.9.5 Fixemos uma superfíie de Riemann X e um subonjuntodisreto  de X: Dada uma onexão M sobre X n ; existe uma e uma sóonexão meromorfa ~M sobre X; om polos ao longo de ; singular regularao longo de ; uja restrição a X n  é isomorfa a M:Seja (r;X;) a ategoria das onexões meromorfas sobre X om polosem ; singulares regulares ao longo de : Seja Lo(X n ) a ategoria dossistemas loais sobre X n : SejaRH : (r;X;)  ! Lo(X n )o funtor que assoia a uma onexão meromorfa sobre X; om polos ao longode ; o feixe das seções horizontais da restrição a Xn da onexão meromorfaM:Corolário 2.9.6 Fixemos uma superfíie de Riemann X e um subonjuntodisreto  de X: O funtor RH é uma equivalênia de ategorias.Esta equivalênia de ategorias é normalmente onheida por orrespon-dênia de Riemann-Hilbert.Demonstração:(do Teorema 2.9.5)Seja  2 ; sem perda de generalidade podemos onsiderar que  = 0: Seja um diso entrado na origem por forma a que  \ = f0g:Comeemos pela existênia. Seja E o sistema loal das seções horizontaisdeMjnf0g: SejaM a matriz da monodromia de E ; logo pertene a GL(n; C );eA uma matriz tal queM = ei2A: Podemos supor que o onjunto dos valorespróprios de A não ontem inteiros positivos, f. o último resultado da seção2.7. Consideremos então sistema de equações difereniais
2.9. CONEXÕES MEROMORFAS 65zddz u = Au:Pelo Teorema 2.6.24 sabemos que as suas soluções onstituem um sistemaloal sobre  n f0g isomorfo a E :Seja fM a onexão meromorfa:zddz  A : (O(f0g))n  ! (O(f0g))nonde n é o rank do sistema loal E : Pelas Denições 2.9.2, 2.9.3, 2.9.4 temosfM é uma onexão meromorfa sobre  om polos na origem, singular reg-ular na origem. Como o sistema loal das seções horizontais de fMjnf0gé isomorfo a E ; então pelo Teorema de Cauhy-Kowalevski 2.8.5 fMjnf0g éisomorfo a Mjnf0g:Provemos agora a uniidade da extensão. Sejam M; N duas onexõesmeromorfas sobre um diso ; om polos na origem, singulares regularesna origem e isomorfas fora da origem. Tomando o limite indutivo em 0 domorsmo 2.9 temos que a bra M de M na origem é um espaço vetorialsobre o orpo K das séries de Laurent, sendo a sua dimensão o rank dosistema loal RH(M): Fixemos uma base u = fu1;    ; ung de M. Existeuma matriz A = (aij); om oeientes em K, tal quezddz ui =Xj aijuj:Pelo Teorema de Fuhs 2.7.4, após uma mudança de base, podemos suporque a matriz A é onstante.De forma análoga existe uma base v = fv1    ; vng da bra na origem deN, da onexão meromorfa N e uma matriz onstante B = (bij) tal quezddz vi =Xj bijvj:Como os feixes RH(M); RH(N ) são isomorfos entãoei2A = ei2B:Conluimos que, após uma nova mudança de base, podemos supor A = B:Como tal as onexões meromorfas M; N são isomorfas nalguma vizinhançada origem, pois existe um morsmo mudança de base da primeira para asegunda, f. 2.10.Suponhamos agora que X é uma superfíie de Riemann. Assoiemos aada x 2  um diso x entrado em x de tal forma que se y 2  e x 6= y
66 CAPÍTULO 2. TEORIA DOS FEIXESentão x \ y = ?: Consideremos em ada diso a onexão regular M(x)que oinide om M fora de x. Colando os feixes M;M(x); x 2 ; obtemosuma onexão meromorfa fM em X. 2.10 Cohomologia de feixesDenição 2.10.1 Sejam E; F feixes sobre um espaço topológio X e f : E!F um morsmo de feixes. Dado U um aberto de X; denotamos pori) kerf o feixe (kerf)(U) = kerfUos morsmos de restrição são os induzidos pelos do feixe E:ii) Imf o feixe assoiado ao pré-feixe(Imf)(U) = ImfUos morsmos de restrição são os induzidos pelos do feixe F:iii) okerf o feixe assoiado ao pré-feixe(okerf)(U) = okerfUos morsmos de restrição são os induzidos pelos do pré-feixe okerf:Denição 2.10.2 Dizemos que uma suessão E f ! F g ! G é exata seImf = kerg:Teorema 2.10.3 A suessão E f ! F g ! G é exata se e só se para qual-quer x 2 X a suessão é exata:Ex fx ! Fx gx ! Gx:Demonstração:)) Seja U um aberto de X e x 2 U; onsiderando o pré-feixe Imf temos oseguinte diagrama omutativoE(U) fU ImfUEx fx (Imf)xlogo Imfx  (Imf)x; pela omutatividade do diagrama para qualquer U queontenha x temos que Imfx = (Imf)x: Pela Proposição 2.3.10 temos então
2.10. COHOMOLOGIA DE FEIXES 67que Imfx = (Imf)x; onde Imf é o feixe assoiado ao pré-feixe Imf: De formaanáloga mostramos que (kerg)x = kergx:Dado que Imf = kerg então para qualquer x 2 X temos a igualdadeImfx = kergx:() Dado que para qualquer x 2 X gx Æ fx = 0 e 0x = 0 onde 0 é o morsmode feixes 0: E ! G; temos que g Æ f = 0: Consequentemente em termos depré--feixes temos que Img  kerf: Pela Proposição 2.3.7 temos denido omorsmo inlusão i : E ! G; omo Imfx = kergx; então ix = idImfx; paraqualquer x 2 X: Consequentemente Imf = kerg pela Proposição 2.3.7. 2.10.1 Cohomologia de CehVamos desrever sumariamente a onstrução da Cohomologia de Ceh. Dadauma obertura aberta U = (Ui)i2I de X. Fixemos uma boa ordem no onjuntode índies I: Construimos um omplexo om valores num feixe F omo sesegue:1. Ui0; ;ip def= Ui0 \    \ Uip para qualquer (p + 1)-sequênia de índies equalquer p  0:2. Dado um feixe F e p  0 denimosCp(U;F) def= Yi0<<ipF(Ui0; ;ip):3. Para qualquer p  0 onstruimos omorsmo de obordo da seguinteforma: dp : Cp(U;F)  ! Cp+1(U;F)i0; ;ip 7 ! p+1Xk=0( 1)ki0; ;̂ik; ;ip+1jUi0; ;ip :4. O omplexo 0  ! C0(U;F)  ! C1(U;F)  !    é hamado a o--adeia de F relativa à obertura U:5. Os grupos de ohomologiaHp(U;F) def= Kerdp=Imdp 1 são hamados osgrupos de ohomologia de Ceh de F relativos a U:6. Seja V = (Vj)j2J um renamento de U e seja ' : j 7! v(j) um morsmoentre índies tal que Vj  Uv(j) para qualquer j: Desde que V seja umrenamento de U temos denido o morsmo de restrição:'p(V;U) : Cp(U;F)  ! Cp(V;F):v(i0); ;v(ip) 7 ! v(i0); ;v(ip)jUi0; ;ip+1
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smo induzido Hp(U;F)  ! Hp(V;F) é independente da eso-lha do morsmo de índies em 6. para qualquer p:8. Passando ao limite indutivo sobre a família das oberturas abertas deX temos os grupos de ohomologia de Ceh:Hp(X;F) def= lim ! Hp(U;F):Lema 2.10.4 Para quaisquer X;U;F omo em ima, temos que H0(U;F) 'F(X):Demonstração: H0(U;F) = ker[d : C0(U;F)! C0(U;F)℄: Se  2 C0(U;F)é dado por fi 2 F(Ui)g; então para qualquer i < j; (d)ij = j   i: Masd = 0 equivale a dizer que i e j oinidem em Ui \ Uj: Pelos axiomas defeixes temos que kerd = F(X); i.e. H0(U;F) ' F(X): Teorema 2.10.5 (Leray) Seja U uma obertura de X F-aília, i.e.Hk(Ui0; ;ip;F) = 0; k  1para qualquer p  0 e qualquer (p + 1)-sequênia de índies. Então paraqualquer k Hk(X;F) = Hk(U;F):Teorema 2.10.6 Seja X um espaço topológio e Y  X um subonjunto oma topologia induzida tal que X é homotópio a Y: Seja F um feixe sobre X ej : Y ,! X a inlusão, entãoHk(X;F) ' Hk(Y; j 1F); 8k 2 IN:Corolário 2.10.7 Seja X um espaço topológio ontratil a um ponto e Fum feixe sobre X; então Hk(X;F) = 0 para qualquer k  1:Demonstração: X é homotópio a um ponto, pelo que basta alular osgrupos de ohomologia de um ponto. Como o espaço topológio onstituidopor um ponto só tem uma obertura aberta, onstituida por um únio aberto,a partir da denição, temos que Hk(X;F) = 0; para qualquer k  1: Corolário 2.10.8 Seja X um espaço topológio e U uma obertura de X: Seos abertos de U são ontrateis a um ponto então U é F-aília.Demonstração: Consequênia imediata do Corolário 2.10.7. 
2.10. COHOMOLOGIA DE FEIXES 69Denição 2.10.9 Dado um sistema loal L sobre X denimoshi(L) def= dimH i(X;L); 8i 2 IN0:Denição 2.10.10 Seja X uma variedade analítia omplexa e L um sis-tema loal sobre X; hamamos araterístia de Euler ao invariante(L) def= Xk0( 1)khk(L):Exemplo 2.10.11Seja X = IP n fx1;    ; xkg e L um sistema loal sobre X: X é homotópioao onjunto
  1 2 k
que denotamos por Y: Y é a união dos abertos
     U1 U2e U1 \ U2 é formado por k omponentes onexas  U1 \ U2
70 CAPÍTULO 2. TEORIA DOS FEIXESDado que U1; U2 são abertos ontrateis a um ponto, pelo Corolário 2.10.8U = (U1; U2) é uma obertura F -aília de X: Pelo Teorema de Leray 2.10.5temos então que Hp(X;L) = 0 para p  2; pois para p  2 Cp(U;L) = 0:Designando por W1;    ;Wk as omponentes onexas de U1 \ U2 temos oomplexo0  ! L(U1) L(U2) d0 ! L(W1)     L(Wk) d1 ! 0   (a; b) 7 ! (b  a;    ; b  a)dado que U1; U2;W1;    ;Wk são abertos simplesmente onexos temos queL(U1) ' L(U2) '    ' L(Wk) ' V; para um erto espaço vetorial V:Temos então que H0(X;L) ' VH1(X;L) ' V k 1onsequentemente (L) = ( 1)0rkL+ ( 1)1(k   1)rkL= (2  k)rkLO próximo teorema é muito útil para fazer álulos:Teorema 2.10.12 (da sequênia exata longa) Uma suessão exata ur-ta de feixes 0  ! F 0  ! F  ! F 00  ! 0dá origem a uma suessão exata longa de ohomologia0! H0(X;F 0)! H0(X;F)! H0(X;F 00)! H1(X;F 0)!     Hk(X;F 0)! Hk(X;F)! Hk(X;F 00)! Hk+1(X;F 0)!    :2.10.2 Cohomologia de suporte ompatoDenição 2.10.13 Seja X um espaço topológio loalmente ompato e Fum feixe sobre X: Chamamos aF(X) = fs 2 F(X) j supp (s) é ompatogas seções de F sobre X de suporte ompato.Lema 2.10.14 Seja X um espaço topológio, F ;G feixes sobre X e f : F !G um morsmo de feixes. Se s 2 F(U) então s 2 G(U):
2.10. COHOMOLOGIA DE FEIXES 71Demonstração: Designemos S = supp f(s) = fx 2 U j (f(s))x = fx(sx) 6=0g  supp s: Seja  = f(s); omo (supp)C = fx 2 U j x = 0g e dado quex = 0 ) 9V 2 Ox(U) tal que jV = 0) 8y 2 V y = 0então S é fehado, logo é ompato. Tendo em onta este Lema, temos denida a adeia, onde U é uma ober-tura aberta de X: 0  ! C0 (U;F)  ! C1 (U;F)  !   Podemos denir um funtor F; sobre X dado porU aberto de X 7 ! fs 2 F(U) j supp s e ompatoge os morsmos de restrição são os induzidos pelos do feixe F :Denição 2.10.15 Os grupos de ohomologia de suporte ompato de Fsão os grupos de ohomologia do funtor F:Denição 2.10.16 Sejam X e Y espaços topológios separados e loalmenteompatos. Seja f : X ! Y uma apliação ontínua. Dado V aberto deY dizemos que um subonjunto fehado S  f 1(V ) é f -próprio se f jS éprópria, i.e. S \ f 1(K) é um ompato de X para qualquer subonjuntoompato K de V:Denição 2.10.17 Seja F um feixe sobre X; f!F é por denição o feixesobre Y f!F(V ) def= f 2 F(f 1V ) j supp () e f   propriogLema 2.10.18 Sejam f : X! Y uma apliação ontínua e F um feixe sobreX; então f!F é um subfeixe de fF :Demonstração: Consequênia imediata das Denições 2.4.9 e 2.10.17. Corolário 2.10.19 Sejam f : X! Y uma apliação ontínua e F um feixesobre X; então temos a seguinte suessão exata urta:0 f!F i fF I 0;onde I = okeri:
72 CAPÍTULO 2. TEORIA DOS FEIXESLema 2.10.20 Sejam X = IP1 n fs1;    ; skg; L um sistema loal sobre Xe j : X ,! IP1 a apliação inlusão. Seja F o feixe sobre X assoiado aopré-feixe V 7 ! L(V) se V  XV 7 ! 0 se V 6 Xonde V é um aberto de IP1: Então F ' j!L:Demonstração: Seja B uma base de abertos onexos de IP1: V  X; onde V 2 B; então:j!L(V) = f 2 L(j 1(V)) j supp é j-própriog= f 2 L(V)g= L(V)pois para qualquer  2 L(V) supp = supp\X é fehado, onsequentementesupp é j -próprio pois um fehado num ompato é ompato. Seja V 6 X onde V 2 B; sem perda de generalidade podemos supor queV ontem apenas um elemento s 2 fs1;    ; skg e sem perda de generalidadepodemos tomar s =1: Como L é um feixe loalmente onstante então paraqualquer  2 L(V  f1g)S def= supp =  ? (  = 0V   f1g (  6= 0:Seja K um ompato de V, se S = V  f1g então jj 1S (K) = K  f1g oqual geralmente não é fehado, pelo que nesse aso não pode ser ompato.Se S = ? então para qualquer K ompato de V, jj 1S (K) = ? é ompatopelo que j!L(V) = 0Dado que temos as relações anteriores para uma base de abertos de IP1então F ' j!L: Denição 2.10.21 (Feixe arranha-éus) Sejam X um espaço topológio,P 2 X e A um grupo abeliano. Denimos um feixe iP(A) da seguinte forma:iP(A)(U) =  A ( P 2 U0 ( P 62 Uonde U é um aberto de X:
2.10. COHOMOLOGIA DE FEIXES 73Lema 2.10.22 Sejam X = IP1 n fs1;    ; skg; L um feixe loalmente ons-tante sobre X e j : X ,! IP1; a apliação inlusão. Então:i) O okernel de j!L ,! jL é a soma de feixes arranha-éus loalizados nospontos sj:ii) Temos a suessão exata urta0 j!L i jL I 0; (2.12)iii) A bra de I = Ij no ponto sj é o subespaço Ij das seções loais invari-antes pela a ação da monodromia, i.e. é o onjunto dos vetores v tais queAjv = v:Demonstração:i) Consequênia imediata da Denição 2.10.21, do Lema 2.10.20 e da olagemde feixes.ii) Consequênia imediata do Corolário 2.10.19.iii) Seja sj um elemento de fs1;    ; skg; por apliação do Teorema 2.10.3 àsuessão exata da alínea ii) temos que(Ij)sj = (jL)sj=(j!L)sj ' (jL)sjpois pelo Lema 2.10.20 (j!L)sj = 0: Seja B"(sj); "  "0 uma família debolas onde "0 > 0 é um raio suientemente pequeno por forma a que a bolaB"0(sj) ontenha apenas um elemento de fs1;    ; skg: Consequentemente(jL)sj = lim  !""0 jL(B"(sj))= lim  !""0 L(B"(sj))' L(B"0(sj))pois para qualquer "  "0 L(B" (sj)) ' L(B"0(sj)) em virtude do Corolário2.6.6 e do Lema 2.6.4. Seja v um germe de função holomorfa num pontox0 2 B"0(sj); dado que o feixe das funções loalmente onstantes veriap.p.a. e em virtude de L ser feixe, temos que as seções de L(B"0(sj)) sãoaquelas que são invariantes pela a ação da monodromia
6sj vB"0(sj)
74 CAPÍTULO 2. TEORIA DOS FEIXESi.e. é o onjunto dos vetores v tais que Ajv = v: Lema 2.10.23 Sejam X = IP1 n fs1;    ; skg; F um feixe sobre X e j : X ,!IP1; a apliação inlusão então F(X) = j!F(IP1):Demonstração: Dado um aberto U de IP1; j 1(U) = U \X: Seja S  U \Xum onjunto fehado. Dado K  U um onjunto ompato, j 1S (K) =K\S  K; K\S é um onjunto fehado pois um ompato num Hausdor éfehado, e K\S é ompato pois é um subonjunto fehado de um ompato,onsequentemente F(X) = j!F(IP1): Corolário 2.10.24 H i(X;F) = H i(IP1; j!F):Corolário 2.10.25 A suessão exata urta0 j!L i jL I 0;dá origem à suessão exata longa de ohomologia:    ! H0(X;L)  ! Ij  ! H1 (X;L)  !   pois L(X) = jL(X) = H0(X; jL); em partiular temos que h0(L)+h1(L) Pj dim(Ij):Demonstração: Imediata, pois H0(IP1;L) = L(j 1(IP1)) = H0(X;L) eH1 (X;L) = H1(IP1; j!L): 
Capítulo 3Sistema loais rígidos eirredutíveisEste apítulo foi baseada no livro: From Gauss to Painlevé [11℄.Denição 3.0.26 Um sistema loal L; diz-se irredutível se dados um sis-tema loal L0 e um mergulho i : L0 ,! L então L0 = 0 ou L0 ' L:Se L é um sistema loal sobre um espaço topológio onexo e loalmenteonexo por aros, em virtude da equivalênia de ategorias entre sistemasloais e representações, temos que ao mergulho i : L0 ,! L orresponde aseguinte família de diagramas omutativosL0xA0[℄ ix LxA[℄L0x ix Lxpara ada [℄ 2 1(X; x): Consequentemente L é um sistema loal irredutív-el se e só se < 0 > e Lx são os únios subespaços invariantes da família A[℄[℄21(X;x) :Lema 3.0.27 Sejam A1;   Ak 2 Mnn(C ) matrizes tais que os únios sub-espaços invariantes omuns são < 0 > e C n : Se A 2 Mnn(C ) é uma matrizque omuta om A1;   Ak então A = 1 para algum  2 C :Demonstração: Seja v 6= 0 um vetor próprio de A assoiado a um de-terminado valor próprio  e seja V o subespaço próprio assoiado. Parai = 1;    ; k temos 75
76 CAPÍTULO 3. SISTEMA LOCAIS RÍGIDOS E IRREDUTÍVEISAAi = AiA ) AAiv = AiAv; 8v 2 V) A(Aiv) = (Aiv); 8v 2 V) AiV  VComo V 6=< 0 > então V = C n ; logo A = 1: Porém o reíproo deste Lema não é verdadeiro omo atesta o seguinteontra-exemplo: A1 =  1 00 2  ; A2 =  1 10 2 onde < (1; 0) > é um subespaço invariante e as únias matrizes que omutamom A1;A2 são da forma A = 1: (f.3.0.32)Denição 3.0.28 Sejam X uma superfíie de Riemann,   X um subon-junto nito não vazio e U def= X n: Seja D(s) def= U\D(s) onde D(s) é umdiso suientemente pequeno em torno de s:Um sistema loal F sobre U diz-se rígido se para qualquer sistema loalG sobre U e para qualquer s 2  (onjunto das singularidades de F)FjD(s) ' GjD(s); 8s 2  ) F ' G;i.e. se F ;G têm as mesmas monodromias loais para qualquer s 2  entãoF ' G:O ojetivo desta seção é a lassiação dos sistemas loais de rank 2sobre X = IP1 n f0; 1;1g:Vamos desrever a estrutura do grupo fundamental de X: Seja x = 12o ponto base e 0; 1; 1; três laetes de ponto base x om os sentidosindiados na gura
0 10 1x = 121
? 6
77e denotemos por [0℄; [1℄; [1℄ as respetivas lasses de homotopia. 1(;X; x)é o grupo livre gerado por [0℄; [1℄; [1℄ sujeito à relação [1℄ 1 = [0℄[1℄;i.e. é o grupo livre gerado por [0℄; [1℄:Consequentemente pelo Teorema 2.6.24 , a representação da monodromiade um sistema loal identia-se a uma representação de dimensão 2 de umgrupo livre om dois geradores. SejaG =< u; v > : o grupo livre gerado por u e v,V : um espaço vetorial sobre C de dimensão 2 : G! GL(V ) : uma representação om 2 geradorese f1; 2g : o onjunto dos valores próprios de (u);() f1; 2g : o onjunto dos valores próprios de (v);f1; 2g : o onjunto dos valores próprios de (uv):Notemos que os valores próprios de () dependem apenas da lasse deonjugação de : Da igualdade det (u) det (v) = det (uv) resulta que1212 = 12: (3.1)Poderíamos pensar que ada lasse da representação era determinada pe-los valores próprios de (), mas tal é verdade apenas quando a representaçãoé irredutível.Teorema 3.0.29 (i)  é irredutível se e só seij 6= k 8i; j; k = 1; 2: (3.2)(ii) Se  é irredutível então existe uma base de V tal que (u) e (v) sãoretresentados pelas matrizes seguintes(u) $  1 10 2  ;(v) $  1 0(1 + 2)  (11 + 22 2  :Demonstração: (ii) Suponhamos que  é irredutível. Sejam e1 um vetorpróprio de (u) assoiado ao valor próprio 1; e e2 um vetor próprio de (v)assoiado ao valor próprio 2: Pela irredutibilidade de ; os dois vetores e1 e
78 CAPÍTULO 3. SISTEMA LOCAIS RÍGIDOS E IRREDUTÍVEISe2 são linearmente independentes, pelo que a reta gerada por e2 não é (u)--invariante, logo e2 pode ser normalizado por forma que (u)e2 = e1 + te:e2:Na base fe1; e2g; (u) e (v) são representadas pelas matrizes(u) $ A =  1 10 2  ; (v) $ B =  1 0b 2  ; (3.3)onsequentemente (uv) é representado por(uv) $ AB =  b + 11 22b 22 Calulando o traço de (uv) das duas formas possíveis temos queb + 11 + 22 = 1 + 2onsequentemente b = (1 + 2)  (11 + 22):(i) Se  é irredutível então 3.3 implia que b 6= 0 e que a reta< e1 + (1   2)e2 > invariante para (u) não é invariante para (v); i.e. 1 0b 2   12   1  6= 1  12   1  ,,  1b+ 2(1   2)  6=  11(1   2) , b + (2   1)(2   1) 6= 0e  1 0b 2   12   1  6= 2  12   1  ,,  1b+ 2(1   2)  6=  22(1   2) , b 6= 0Reiproamente se b 6= 0 e b+(2 1)(2 1) 6= 0 temos que as retas< e1 >; < e1 + (2   1)e2 > invariantes para (u) não são invariantes para(v) pois
79 1 0b 2   10  =  1b  6= 1  10 (a) 1 0b 2   10  =  1b  6= 2  10 (a) 1 0b 2   12   1  =  1b + 2(2   1)  6= 1  12   1 (b) 1 0b 2   12   1  =  1b + 2(2   1)  6= 2  12   1 (a)(a)  pois b6=0(b)  pois b6=(2 1)(2 1):Resta-nos agora mostrar que b 6= 0 e b + (2   1)(2   1) 6= 0 see só se ij 6= k para quaisquer i; j; k = 1; 2: Como  é irredutível b =(1 + 2)  (11+ 22): Dado que b+ (2  1)(2  1) 6= 0 e b 6= 0 então1 + 2 6= 11 + 221 + 2 6= 12 + 21além do mais relembremos que temos a igualdade 3.112 = 1212:Tendo em onta estas relações temos que 1; 2 não são soluções dasequações do segundo grau(x  11)(x  22) = 0; (x  12)(x  21) = 0 (3.4)onsequentemente ij 6= k para quaisquer i; j; k = 1; 2:Reiproamente se ij 6= k para quaisquer i; j; k = 1; 2; então 1; 2 nãosão soluções das equações 3.4. Em virtude da igualdade 3.1 temos neessari-amente que 1 + 2 6= 11 + 221 + 2 6= 12 + 21logo b = (1 + 2)  (11 + 22) 6= 0: Como b = (1 + 2)  (11 + 22)e 1 + 2 6= 12 + 21 temos que b + (2   1)(2   1) 6= 0: 
80 CAPÍTULO 3. SISTEMA LOCAIS RÍGIDOS E IRREDUTÍVEISSe existem i; j; k 2 f1; 2g tais que ij = k; mediante uma nova esolhade índies podemos supor que 11 = 1 ( e onsequentemente 22 = 2).Posto isto temos a seguinte lassiação dos sistemas loais de rank 2 sobreX:Teorema 3.0.30 Mediante a esolha onveniente de uma base de V temosque as lasses de onjugação podem ser esritas da seguinte forma(u) (v)ij 6= k 8i; j; k 2 f0; 1g  1 10 2   1 0(1 + 2)  (11 + 22) 2  1 00 2   1 00 2 1 6= 21 6= 21 6= 2  1 00 2   1 10 2   10    1 00 2 1 = 2 = 1 6= 21 6= 2   00    1 00 2  1 00 2    00  1 6= 21 = 2 = 1 6= 2  1 00 2    10   1 1= 1(,
 2 2= 2)  1 00 2   1 00 2 1 6= 21 6= 21 = 2 =   1 00 2   1 10 2   10     b0   ; b 2 C1 = 2 = 1 = 2 = 1 = 2 =    00     Æ0   ; Æ = 0; 1Demonstração: O aso ij 6= k para quaisquer i; j; k 2 f1; 2g já foitratado no Teorema 3.0.29.Suponhamos então que 11 = 1 (, 22 = 2): Como neste aso é redutível, existe um subespaço V' de dimensão 1 invariante para (u);(v): Seja e1 2 V 0 tal que e1 6= 0: Vamos supor que e1 é um vetor próprioorrespondente aos valores próprios 1 de (u); 1 de (v): Estendendo e1 a
81uma base fe1; e2g de V; temos que (u); (v) são expressos por matrizes daforma (u)$  1 "0 2  ; (v)$  1 Æ0 2  ; ("; Æ 2 C ):om det (u) = 12; det (v) = 12: 1 6= 2; 1 6= 2; 1 6= 2Neste aso podemos tomar para e2 o vetor próprio de (v) assoiado aovalor próprio 2 pelo que (u)$  1 00 2  :Se Æ = 0 temos que (v)$  1 00 2  ;aso ontrário, mediante a normalização de e2 temos que(v)$  1 10 2  :Falta mostrar que as lasses são distintas. Se P é uma mudança de baseque deixa invariante a matriz  1 00 2 então P omuta om esta, logo pelo Lema 3.0.32 temos queP 1  1 00 2 P =  1 00 2  ; P 1  1 10 2 P =  1 pq 10 2 pelo que a lasse de equivalênia da primeira é distinta da da segunda.Por argumentos similares obtemos os restantes asos. Dado um sistema loal de rank 2 sobre X temos a lassiação dos sis-temas loais rígidos e não rígidos:Corolário 3.0.31 Os sistemas loais rígidos são aqueles a que orrespondemas monodromias loais:
82 CAPÍTULO 3. SISTEMA LOCAIS RÍGIDOS E IRREDUTÍVEIS(u) (v)1 6= 21 6= 2  1 00 2   1 00 2   10    1 00 2 1 = 2 = 1 6= 2   00    1 00 2  1 00 2    00  1 6= 21 = 2 =   1 00 2    10    00     00   i j6= k8i
;j;k2f0;1g   00     10    10     00  1 = 2 = 1 = 2 =    10     10    10    1 00 2 1 = 2 = 1 6= 21 6= 2   00    1 00 2  1 00 2    00  1 6= 21 = 2 = 1 6= 2  1 00 2    10    10     00   1 1= 1(,
 2 2= 2)
  00     10  1 = 2 = 1 = 2 = 1 = 2 =    00     00  
83Os sistemas loais não rígidos são aqueles a que orrespondem as mono-dromias loais: (u) (v)1 6= 21 6= 21 6= 2  1 00 2   1 00 2 1 6= 21 6= 21 = 2 =   1 00 2   1 00 2  1 1= 1(,
 2 2= 2) 1 = 2 = 1 = 2 = 1 = 2 =    10     10  Demonstração: Imediata, basta tomar a monodromias loais e averiguarse há ou não lasses distintas om a mesma monodromia loal. Lema 3.0.32 Seja P uma matriz 2 2 não singular.(i) Se P omuta om  1 o0 2  ; (1 6= 2)então P é da forma  p 00 q  ;e temos que P  1 Æ0 2 P 1 =  1 pq 1Æ0 2  :(ii) Se P omuta om   10   ;então P é da forma  p q0 p  ;e temos que
84 CAPÍTULO 3. SISTEMA LOCAIS RÍGIDOS E IRREDUTÍVEISP  1 Æ0 2 P 1 =  1 p 1q(2   1) + Æ0 2  :Demonstração: (i) SeP  1 00 2  =  1 00 2 Pentão  1 00 2 P  10  = P  1 o0 2   10  = 1P  10  ;logo P  10  = p  10  ;de forma análoga temos queP  01  = q  01  ;logo P é da forma  p 00 q  ;pelo que P  1 Æ0 2 P 1 =  1 pq 1Æ0 2  :(ii) Se   10  P = P   10  então   10  P  10  = P   10    10  = P  10  ;logo P  10  = p  10  :
85Se P  01  =   então P =  p 0  logo   10    p 0    01  =  p 0     10    01 ,,   10      =  p 0    1 ,   +   =  p+  ,  = ponsequentemente P =  p q0 p  ;pelo que P  1 Æ0 2 P 1 =  1 p 1q(2   1) + Æ0 2  : 
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Capítulo 4O ponto de vista de RiemannEste apítulo foi baseado nos livros do Ahlfors [2℄ e do Ine [9℄.4.1 Introdução.A ideia fundamental de Riemann foi a de ver a função hipergeométria o-mo uma função holomorfa multiforme denida no plano omplexo extendidoIP1 = C [ f1g; analítia em qualquer ponto à exepção de 0; 1;1; os quaiseram assumidos serem pontos de ramiação. Ele espeiou a estruturaloal do ramos, nesses pontos, e juntou a ondição de quaisquer três ramosserem linearmente dependentes. A ontinuação analítia dos ramos numponto xado x0 2 IP1 = C [ f1g ao longo de laetes de ponto base x0dá origem ao grupo de monodromia da função. Riemann mostrou quea função hipergeométria, tal omo a equação diferenial satisfeita por estaeram determinadas de forma únia a partir destes pressupostos. O seu pontode vista era que a monodromia ontrolava tudo, e ele alulou isso expliita-mente, hamando, desta forma, a atenção para este invariante global pelaprimeira vez.De um ponto de vista moderno a ideia de Riemann onsistiu em onsiderara variedade IP1 n (onde  é um onjunto nito inluindo1) e subfeixes Ldo feixe OX om a propriedade de quedimLx = n; (x 2 X):Tal signia que L é um sistema loal (f.2.3.17 e em partiular tem a pro-priedade de que os seus elementos podem ser prolongados ao longo de qual-quer aminho em X (f. Lema 2.6.7 e Denição 2.4.7).87
88 CAPÍTULO 4. O PONTO DE VISTA DE RIEMANN4.2 Pontos singulares regularesConsideremos uma equação diferenial de segunda ordem om oeientesmeromorfos !00 = p(z)!0 + q(z)!: (4.1)Se a origem é uma singulariedade regular da equação diferenial, entãopelo Teorema de Fuhs(2.7.2)p(z) = p 1z + p0 + p1z +    (4.2)q(z) = q 2z2 + q 1z + q0 + q1z +    (4.3)om pi; qi 2 C no aso partiular em que p(z); q(z) têm apenas polos simplesvale o Teorema:
Teorema 4.2.1 Se p 1 62 IN0 então existe uma solução formal de 4.1 e essasérie de potênias tem um raio de onvergênia positivo.
demonstração: A demonstração é feita utilizando o método de Frobenius.Consideremos a série de potênias! = b0 + b1z + b2z2 +    (4.4)substituindo em 4.1 temos
4.2. PONTOS SINGULARES REGULARES 89+1Xk=0 k(k   1)bkzk 2 =  +1Xk=0 pk 1zk 1! +1Xk=0 kbkzk 1!++ +1Xk=0 qk 1zk 1! +1Xk=0 bkzk!= +1Xk=0  Xi+j=k 1i 1j0 jpibj!zk 2 ++ +1Xk=0  Xi+j=k 1i 1j0 qibj!zk 1= +1Xk=0  Xi+j=k 1i 1j0 (jpi + qi)bj!zk 1logo+1Xk=0 k(k + 1)bk+1zk 1 = +1Xk=0  Xi+j=k 1i 1j0 jpibj!zk 1 + +1Xk=0  Xi+j=k 1i 1j0 qibj!zkonsequentemente para qualquer k  0k(k + 1)bk+1   (k + 1)p 1bk+1 = Xi+j=ki;j0 jpibj + Xi+j=k 1i 1j0 qibji.e.  p 1b1 = b0q 12(1  p 1)b2 = b1p0 + b1q 1 + b0q0. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .n(n  1  p 1)bn = (n  1)bn 1p0 + (n  2)bn 2p1 +   +b1pn 2 + bn 1q 1 + bn 2q0 +   + b0qn 2. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (4.5)Dado que p1 62 IN0 os oeientes dos bk; k 2 IN0 são sempre não nulos,pelo que estes podem ser obtidos por reorrênia à usta se b0; logo ! é uma
90 CAPÍTULO 4. O PONTO DE VISTA DE RIEMANNsolução formal de 4.1. Mostremos então que é onvergente. Como as séries4.2, 4.3 têm um raio de onvergênia positivo, existe, pelas desigualdades deCauhy M0; r0 > 0 tais que jpnj  M0r n0 (4.6)jqnj  M0r n0 (4.7)Por forma a mostrar que 4.4 tem um raio de onvergênia positivo, bastaprovar a desigualdade análoga jbnj  Mr n (4.8)para valores de M; r onvenientes.A ideia natural é usar indução em n: EsolhamosM  jb0j; e suponhamosque 4.8 é válida para qualquer n < m: Assumindo ainda r  r0; tendo emonta as igualdades de 4.5 e as desigualdades de 4.6, 4.7 temosmjm  1  p 1jjbmj Mr mM0 m(m  1)2 r + (m  1)r2+ jq 1jr :Dado que p 1 62 IN0; 1mjm 1 p 1j é majorado por um erto número positivodonde jbmj Mr m(Ar +Br2) M 0r mse tomarmos r  1; pelo que a série de potênias 4.4 é onvergente. Se p 1 2 IN0 então o sistema 4.5 não tem solução ou um dos bn pode seresolhido arbitrariamente.Se zermos a mudança de variável ! = zg(z) em 4.1 obtemos a equaçãodiferenial g00 = p  2z  g0 + q + pz   (  1)z2  g (4.9)a qual ainda é uma equação difrenial om singularidades regulares. Estamudança de variável permite esolher  por forma a queq + pz   (  1)z2só tenha um polo de ordem simples, i.e. quando
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O HIPERGEOMÉTRICA 91(  1)  p 1   q 2 = 0 (4.10)pois nesse aso, pelo Teorema 4.2.1, existe uma solução da equação diferenial4.1 da forma zg(z) om g(0) 6= 0; desde que p 1   2 62 IN0:Denição 4.2.2 Chamamos equação indiial à equação 4.10.As raizes de 4.10 são denotadas por 1; 2: Pelo que1 + 2 = p 1 + 1ou de forma equivalente 2   1 = p 1 + 1  21:Denição 4.2.3 Dizemos que 1; 2 são exepionais se 2   1 62 IN+:Consequentemente se as raizes da equação indiial não diferem por uminteiro, temos que dadas duas soluções z1g1(z) e z2g2(z) estas são nees-sariamente linearmente independentes. Se as raizes forem iguais ou diferirempor um inteiro, o método dá apenas uma solução.4.3 A equação hipergeométriaTeorema 4.3.1 As equações difereniais sobre IP1 tais que f0; 1;1g são asúnias singularidades e estas são regulares, são da forma!00 = Az + Bz   1!0 + Cz2 + Dz(z   1) + E(z   1)2! (4.11)om A;B;C:D;E 2 C :Demonstração: Seja !00 = p(z)!0 + q(z)! uma equação diferenial de se-gunda ordem sobre IP1 om oeientes meromorfos. Tal signia que sezermos a mudança de variável z = 1=Z a equação resultante ainda seráuma equação diferenial om oeientes meromorfos. Comod!dz =  Z2 d!dZd2!dz2 = 2Z3 d!dZ + Z4 d2!dZ2a equação 4.1 toma a forma na vizinhança de 1 :
92 CAPÍTULO 4. O PONTO DE VISTA DE RIEMANNd2!dZ2 =  2Z 1 + Z 2p 1Z d!dZ + Z 4q 1Z! (4.12)dado que esta ainda tem de ter oeientes raionais p; q são polinómios.Como a equação 4.1 tem de ter singularidades regulares em 0 e 1 entãop(z) = Az + Bz   1 + P (z)q(z) = Cz2 + Dz + E(z   1)2 + Fz   1 +Q(z)onde P (z); Q(z) são polinómios, onsequentemente a equação 4.12 é da formad2!dZ2 =   2Z + 1Z2 AZ + BZ1  Z + P  1Z d!dZ ++ 1Z4 CZ2 +DZ + EZ2(Z   1)2 + FZ1  Z +Q 1Z!=  A+ 2Z + BZ(1  Z) + 1Z2P  1Z d!dZ ++ CZ2 + DZ3 + EZ2(Z   1)2 + FZ3(1  Z) + 1Z4Q 1Z!=  A+B + 2Z   BZ   1 + 1Z2P  1Z d!dZ ++ CZ2 + DZ3 + 2EZ + EZ2   2EZ   1 + E(Z   1)2+FZ + FZ2 + FZ3   FZ   1 + 1Z4Q 1Z!=  A+B + 2Z   BZ   1 + 1Z2P  1Z d!dZ ++2E + FZ + C + E + FZ2 + D + FZ3   2E + FZ   1 + E(Z   1)2 + 1Z4Q 1Z!Como 1 é uma singulariedade regular então P (Z); Q(Z) = 0 e D + F = 0;onsequentemente a equação diferenial é da forma
4.3. A EQUAÇO HIPERGEOMÉTRICA 93d2!dZ2 =  A+B + 2Z   BZ   1 d!dZ ++2E  DZ + C  D + EZ2   2E  DZ   1 + E(Z   1)2!=  A+B + 2Z   BZ   1 d!dZ + (4.13)+C  D + EZ2 + 2E  DZ(Z   1) + E(Z   1)2! Teorema 4.3.2 Designando por 1; 2; 1; 2; 1; 2 as raizes da equação in-diial em 0; 1;1 respetivamente, temos que a equação 4.11 se pode esreverda seguinte forma!00 + 1  1   2z + 1  1   2z   1 !0 + (4.14)+12z2   12 + 12   12z(z   1) + 12(z   1)2! = 0Denição 4.3.3 Chamamos equação hipergeomtria de Gauss à equação4.14Demonstração:  A equação indiial em 0 é(  1) = A + C;se as raizes são 1; 2 então A = 1 + 2   1; C =  12: A equação indiial em 1 é(   1) = B + E;se as raizes são 1; 2 então B = 1 + 2   1; E =  12: A equação indiial em 1 é, tendo em onta 4.13,(   1) + (A+B + 2)   (C  D + E) = 0pelo que 1+2 =  (A+B+1); 12 =  C+D E:Dado que A = 1+2 1;B = 1 + 2   1 e 1 + 2 =  (A +B + 1) então
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1 + 2 + 1 + 2 + 1 + 2 = 1: (4.15)Dado que C =  12; E =  12 e 12 =  C +D   E entãoD =  12 + 12   12pelo que a equação 4.11 pode ser esrita da seguinte forma!00 + 1  1   2z + 1  1   2z   1 !0 ++12z2   12 + 12   12z(z   1) + 12(z   1)2! = 0: Denição 4.3.4 À equação diferential sobre IP1 n f0; 1;1gz(1  z)!00 + [  (a+ b+ 1)z℄!0   ab! = 0; (4.16)onde ; a   b; a + b    62 Z; hamamos equação hipergeométria deRiemann.Se admitirmos oeientes meromorfos a equação 4.16 pode ser esrita daseguinte forma !00 +  z + 1  + a  bz   1 !0 + abz(z   1) = 0 (4.17)Como vimos na demonstração do Teorema 4.2.1 equação 4.9 a mudançade variável ! = zg(z) determina uma equação diferenial semelhante.Teorema 4.3.5 Podemos reduzir a equação diferenial 4.14 à equação hiper-geométria de Riemann.Demonstração: Efetuando a mudança de variável ! = zg(z) na equação4.14, tendo em onta a equação 4.9 temos
4.3. A EQUAÇO HIPERGEOMÉTRICA 95g00 = 1 + 2   1z + 1 + 2   1z   1   2z  g0 ++ 12z2 + 12 + 12   12z(z   1)   12(z   1)2++ (1 + 2   1)z2 + (1 + 2   1)z(z   1)   (  1)z2  g= (1   ) + (2   )  1z + 1 + 2   1z   1  g0+ (1   )(2   )z2 ++ 12 + 12   12 + (1 + 2   1)z(z   1)   12(z   1)2 g= (1   ) + (2   )  1z + 1 + 2   1z   1  g0+ (1   )(2   )z2 ++ (1   )(2   ) + 12   (1 + )(2 + )z(z   1)   12(z   1)2 gAnalogamente se efetuarmos a mudança de variável ! = (z 1)g(z 1)na equação 4.14 temos que esta pode ser esrita da seguinte formag00 = 1 + 2   1z + (1   ) + (2   )  1z   1  g0 ++ 12z2 ++ 12 + (1   )(2   )  (1 + )(2 + )z(z   1)   (1   )(2   )(z   1)2  gA esolha natural a onsiderar onsiste em tomar  = 1 e  = 1; temosentão que os seis expoentes são 2 1; 0; 2 1; 0; 1+1+1; 2+2+2respetivamente. Fazendo a = 1+1+1; b = 1+1+2;  = 1+(2 1)e tendo em onta que pela equação 4.15   a  b = 2   1; a equação 4.14pode ser esrita da seguinte forma!00 +  z + 1  + a  bz   1 !0 + abz(z   1) = 0i.e. temos a equação hipergeométria. 
96 CAPÍTULO 4. O PONTO DE VISTA DE RIEMANNLema 4.3.6 Dados os expoentes, 1; 2; 1; 2 1; 2 da equação hiperge-ométria de Gauss e os parâmetros a; b;  da equação hipergeométria deRiemann são equivalentes as armações:(i) 1   2; 1   2; 1   2 62 Z(ii) ; a  b; a + b   62 Z:Demonstração: Na demonstração do Teorema 4.3.5 obtivemos as relações:a = 1 + 1 + 1; b = 1 + 1 + 2;  = 1 + 1   2;dado que 1 + 2 + 1 + 2 + 1 + 2 = 1 temosa+ b   = 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 2   1  1 + 2= 1 + 2 + 21 + 1 + 2   1   2   1   2   1   2= 1   2temos então que: = 1 + 1   2; a  b = 1   2; a + b   = 1   2:Consequentemente temos a equivalênia das armações (i) e (ii). 4.4 O ponto de vista de Riemann.Riemann foi um forte proponente da ideia de que uma função analítia podeser denida pelas suas singularidades e propriedades gerais tão bem ou aindamelhor do que através de uma expressão explíita.Seguindo as ideias de Riemann vamos mostrar que o feixe das soluçõesda equação hipergeométria pode ser araterizado por propriedades destanatureza. De um ponto de vista moderno a ideia de Riemann onsistiu emonsiderari) X = IP1 n f0; 1;1g uma variedade analítia omplexa.ii) L um subfeixe de OX om a propriedadedimLx = 2; 8x 2 Xiii) Os expoentes em 0; 1; 1 são respetivamente:1; 2; 1; 2; 1; 2e satisfazem as relações:
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2   1; 2   1; 2   1 62 Z (4.18)1 + 2 + 1 + 2 + 1 + 2 = 1: (4.19)Observação 4.4.1 Notemos que o onheimento dos expoentes e o onhe-imento de que estes satisfazem a relação 4.18 permite alular as monodro-mias loais. Em 0; 1; 1 as soluções são da forma z1g01(z); z2g02(z);z1g11(z); z2g12(z); z1g11(z); z2g12(z); om g01(z); g02(z); g11(z); g12(z);g11; g12 funções holomorfas omo os expoentes satisfazem as relações 4.18então as monodromias loais em 0; 1; 1 são respetivamente:e2i24 1 00 2 35; e2i24 1 00 2 35; e2i24 1 00 2 35:Notemos que o onheimento das monodromias loais é insuiente parapara a determinação dos expoentes, pois dadas monodromias loais em 0; 1;1 respetivamente:e2i24 a1 00 a2 35; e2i24 b1 00 b2 35; e2i24 1 00 2 35e omo os ai; bi; i i = 1; 2 só estão denidos módulo Z temos que estes nãoveriam neessariamente a relação 4.15.Teorema 4.4.2 Existe um únio sistema L em X = IP1 n f0; 1;1g om oanterior esquema de expoentes, é o sistema loal das soluções do operadorL = d2dz2   1  1   2z + 1  1   2z   1  ddz   12z2   12 + 12   12z(z   1) + 12(z   1)2Demonstração: Sejam f; f1; f2 2 L(U) funções denidas sobre um abertosimplesmente onexo U. Como L é um sistema loal de rank 2, valem asidentidades f + 1f1 + 2f2 = 0f 0 + 1f 01 + 2f 02 = 0f 00 + 1f 001 + 2f 002 = 0
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 f f1 f2f 0 f 01 f 02f 00 f 001 f 002  = 0:A equação anterior pode ser esrita da seguinte formaf 00 = p(z)f 0 + q(z)f (4.20)om p(z) = f1f 002   f2f 001f1f 02   f2f 01 ; q(z) =  f 01f 002   f 02f 001f1f 02   f2f 01 : (4.21)O denominador não é identiamemte nulo pois tal signiaria que f1 f2f 01 f 02  = 0logo as olunas seriam linearmente dependentes, pelo que < f1; f2 > não erauma base de L(U): As expressões 4.21 permaneem invariantes pela açãode uma transformação linear não singular, i.e. se f1; f2 são substituidas por11f1+ 12f2; 21f1+ 22f2 respetivamente om 1122  2112 6= 0: Tal é umaonsequênia imediata dep(z) = det 11 1221 22   f1 f2f 001 f 002 det 11 1221 22   f1 f2f 01 f 02  ;q(z) = det 11 1221 22   f 01 f 02f 001 f 002 det 11 1221 22   f1 f2f 01 f 02 Consequentemente p(z); q(z) são apliações denidas em IP1 n f0; 11g:Seja D(s); s 2 f0; 1;1g um diso em X e D(s) = D(s)\X: Por hipótesepara um diso D(s) suientemente pequeno existem duas funções f1; f2om expoentes 1; 2 respetivamente, os quais são neessariamente da formaf1(z) = z1g1(z); f2(z) = z2g2(z) om g1(z); g2(z) apliações holomorfas emD(0); f1; f2 são linearmente independentes pois 1 2 62 Z:Dado que 1; 2são expoentes e tendo em onta o Teorema4.2.1 temos que g1(0); g2(0) 6= 0:Tendo em onta o atrás exposto temos
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2   1)z1+2 1(C +    )f1f 002   f2f 001 = (2   1)(1 + 2   1)z1+2 2(C +    ) (4.22)f 01f 002   f 02f 001 = 12(2   1)z1+2 3(C +    )onde as retiênias denotam uma série de potênias e C = g1(0)g2(0): Subs-tituindo 1; 2 por 1; 2; 1; 2 respetivamente, temos as expressões orres-pondentes para 1;1: Conluimos então quep(z) = 1 + 2   1z + 1 + 2   1z   1 + p0(z)onde p0(z) não tem polos em 0; 1:Na vizinhança de 1 a equação 4.20, tendo em onta a equação 4.12,esreve-se da seguinte forma!00 =  2z + 1z2 (1 + 2   1)z + (1 + 2   1)z1  z + p01z!0 ++ 1z4 q1z!=  1 + 2 + 1z + 1 + 2   1z(1  z) + 1z2 p01z+ !0 1z4 q1z!=  1 + 2 + 1z + 1 + 2   1z + 1 + 2   11  z + 1z2 p01z!0 ++ 1z4 q1z!=  1  1   2z + 1 + 2   11  z + 1z2 p01z!0 + 1z4 q1z!= 1 + 2   1z + 1 + 2   1z   1   1z2 p01z!0 + 1z4 q1z! (4.23)pelo que p(z) em1 omeça por 1+2 1z + 2z = 1+2+1z : A partir da deniçãodada em 4.21 p(z) é uma derivada logarítmia, pelo que o resíduo em qualquerpolo é um inteiro positivo. A existir algum polo de p0(z) este terá de pertenera IP1 n f0; 1g e será simples. Designemos por z1;    ; zk as singularidades dep0(z) em IP1 n f0; 1g e n1;    ; nk os respetivos resíduos, pelo Teorema dosrezíduos apliado a p(z) temos
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1 + 2   1) + (1 + 2   1) + (1 + 2 + 1) + kXi=1 ni = 0mas 1 + 2 + 1 + 2 + 1 + 2 = 1 logokXi=1 ni = 0onsequentemente p0(z) é holomorfa em IP1; logo é uma onstante. Tendoem onta 4.23 temos que p0(z) = 0; pois o desenvolvimento em 1 tem deomeçar por 1+2 1z :Como f1f 02   f2f 01 6= 0 exepto em 0; 1; tendo em onta 4.22 temos queq(z) =  12z2   12(z   1)2 + Az + Bz   1 + q0(z) (4.24)om q0(z) holomorfa. Em 1 o desenvolvimento tem de omeçar por  12z2 :Tendo em onta 4.23 q(z) tem a seguinte expressão na vizinhança de 11z4  12z2   12(z   1)2 z2 + Az + B1  z z + q01z ==  12z2   12z2(z   1)2 + Az3 + Bz3(1  z) + 1z4 q0 1z=  12z2   212z   12z2 + 2 12z   1   12(z   1)2 ++Az3 + Bz + Bz2 + Bz3   Bz   1 + Bz3(1  z) + 1z4 q01z=  B + 212z   12 + 12   Bz2 + A+Bz3 + 212   Bz   1  12(z   1)2 + 1z4 q01zna vizinhança de 1 só podemos ter um polo de ordem 2 quanto muito, logoq0(z) = 0 e A =  B: Dado que q(z) na vizinhança de1 tem de omeçar por 12z2 ; então B = 12 + 12   12: Juntando estes resultados temos quef satisfaz a equação!00 + 1  1   2z + 1  1   2z   1 !0 ++12z2   12 + 12   12z(z   1) + 12(z   1)2! = 0
4.4. O PONTO DE VISTA DE RIEMANN. 101i.e. f é solução da equação 4.14, pelo que temos a uniidade. Riemann denota qualquer elemento de L pelo símboloP 8<: 0 1 11 1 1; z2 2 2 9=; :P não denota uma função em partiular, mas tal é de poua importânia.Uma vez que a uniidade está estabeleida, temos imediatamente as identi-dadesP 8<: 0 1 11 1 1; z2 2 2 9=; = z(z   1)P 8<: 0 1 11    1    1 +  + ; z2    2    2 +  +  9=;ou P 8<: 0 1 11 1 1; z2 2 2 9=; = P 8<: 1 0 11 1 1; 1  z2 2 2 9=;desde que se tenha algum uidado om a sua orreta interpretação. O fatode que tais relações, algumas delas bastante elaboradas, poderem ser obtidastão failmente é uma das motivações do ponto de vista de Riemann.Teorema 4.4.3 Mediante uma esolha de base onveniente a equação hiper-geométria de Riemann tem as seguintes representações da monodromia:monodromia em 0 monodromia em 1i + j   k 62 Z8i; j; k 2 f0; 1g  ei21 10 ei22   ei21 0(ei21 + ei22)  (ei2(1+1) + ei2(2+2)) ei22  ei21 00 ei22   ei21 00 ei22 1 + 1   1 2 Z;2 + 2   2 2 Z  ei21 00 ei22   ei21 10 ei22 Demonstração: Pelo Lema 4.3.6 temos que 1   2; 1   2; 1   2 62 Z;logo pela Observação 4.4.1 temos que as monodromias loais, em 0; 1; 1;são respetivamente:e2i24 1 00 2 35; e2i24 1 00 2 35; e2i24 1 00 2 35:
102 CAPÍTULO 4. O PONTO DE VISTA DE RIEMANNAlterando os índies dos expoentes, se neessário, temos a seguinte relaçãoentre os valores próprios das monodromias loais do Teorema 3.0.30 e osíndies:1 = ei21 ; 2 = ei22 ; 1 = ei21 ; 2 = ei22; 1 = ei21 ; 2 = ei22 :Por apliação do Teorema 3.0.30 temos o resultado pretendido. 
Capítulo 5Rigidez e Lema de SimpsonEste apítulo foi baseado no livro do Katz [12℄ e no artigo do Simpson [19℄.5.1 IntroduçãoSeja X = IP1 n fx1;    ; xkg uma variedade, L um sistema loal sobre X,A1;    ;Ak as respetivas monodromias loais e C1;    ; Ck as respetivaslasses de onjugação dessas matrizes. As matrizes A1;    ;Ak veriam aidentidade: A1   Ak = 1: (5.1)Denição 5.1.1 Se só existir uma sequênia de k matrizes A1;    ;Ak talque A1   Ak = 1 dizemos que o sistema loal (solução) é fortemente rígi-do (fortemente rígida).Consideremos então a apliação holomorfa : C1      Ck  ! SGL(n; C )  GL(n; C );(A1;    ;Ak) 7 ! A1   Ak (5.2)se (A1;    ;Ak) é solução da equação 5.2 temos que   1(1) é uma sub-variedade de C1      Ck uja dimensão, em ada omponente onexa, édimKerD (A1;    ;Ak); onde (A1;    ;Ak) pertene à omponente onexaonsiderada eD (A1;    ;Ak) : T(A1; ;Ak)C1      Ck  ! T1SGL(n; C ):Porém 103
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dimKerD (A1;    ;Ak) + dim ImD (A1;    ;Ak) = kXj=1 dimCje dim ImD (A1;    ;Ak)  dimSGL(n; C ) = n2   1; logodimKerD (A1;    ;Ak)  kXj=1 dimCj + 1  n2: (5.3)Quando uma variedade tem mais do que uma omponente onexa toma-separa dimensão da variedade o supremo das dimensões de ada omponenteonexa, onsequentemente se   1(1) 6= ? entãodim  1(1)  kXj=1 dimCj + 1  n2:Chamamos a atenção que PGL(n; C ) atua no espaço das soluções poronjugação simultânea de todas as matrizes:: PGL(n; C )  (C1      Ck)  ! C1      Ck(A:GL(n; C ); (A1 ;    ;Ak)) 7 ! (AA1A 1;    ;AAkA 1)O grupo de isotropia em (A1;    ;Ak) é(C1      Ck)(A1; ;Ak) =  1(A1; ;Ak)(A1;    ;Ak)= fA 2 GL(n; C ) j (A 1A1A;    ;A 1AkA) = (A1;    ;Ak)gse o sistema loal L; dado pela monodromia (A1;    ;Ak) em virtude daequivalênia de ategorias entre os sistemas loais e a representação da mo-nodromia, for rígido, então pelo Lema 3.0.27 (C1      Ck)(A1; ;Ak) =GL(n; C ) = f1 j  2 C g: No aso irredutível por apliação do Corolário1.0.15 temos que PGL(n; C )(A1 ;    ;Ak) ' PGL(n; C )=f1g ' PGL(n; C );logo a dimensão da órbita de (A1;    ;Ak) é n2   1; em virtude da inlusãoPGL(n; C )(A1 ;    ;Ak)  	 1(1) temos quedimKerD (A1;    ;Ak)  n2   1:Se o sistema irredutível é fortemente rígido, i.e. se só existe uma solução daequação A1   Ak = 1 a menos de onjugação, então temos a desigualdade:
5.2. LEMA DE SIMPSON 105kXj=1 dimCj  2(n2   1):Faz então sentido oloar a questão:-Que informações podemos onheer do sistema loal onheendo o in-variante kXj=1 dim Cj   2(n2   1)?O Lema de Simpson fornee uma resposta a esta questão.5.2 Lema de SimpsonLema 5.2.1 SePdim(Cj) < 2n2 2 então não existem soluções irredutíveis.Se P dim(Cj) = 2n2   2 e se existe uma solução irredutível então esta éfortemente rígida. Se P dim(Cj) > 2n2   2 nenhuma solução é fortementerígida.Demonstração: A demonstração é baseada em alguns álulos de gruposde ohomologia em X = IP1 n fs1;    ; skg: Se L é um sistema loal sobre Xentão, omo vimos no Exemplo 2.10.11, os grupos de ohomologia não nulossão H i(X;L) para i = 0; 1: Denotemos as suas dimensões por hi(L): Poroutro lado existem também os grupos de ohomologia de suporte ompato,que são denotados porH i(X;L) e as suas dimensões são denotadas por hi(L):Estes grupos podem ser alulados por intermédio do Corolário 2.10.24 quefornee as identidades: H i(X;F) = H i(IP1; j!F):A demostração é baseada nos três fatos seguintes:1. A araterístia de Euler, omo vimos no Exemplo 2.10.11, pode seralulada (L) = h0(L)  h1(L) = (2  k)rkL:Tal é onsequênia de X ser homotópio a um grafo om dois vérties ek arestas, pelo que podemos alular a ohomologia do feixe loalmenteonstante L utilizando um omplexo da forma V 2 ! V k; f. o exemplo2.10.11, onde V é um espaço vetorial de dimensão igual ao rank de L:
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aré entre a ohomologia e a ohomologiade suporte ompato. Mais preisamente, se L é um sistema loal edenotando L o seu dual, então H i(X;L) é dual a H2 i (X;L): Empartiular hi(L) = h2 i (L):3. Finalmente, omo vimos no Lema 2.10.22, a inlusão de j!L omo sub-feixe de jL dá origem à suessão exata urta0  ! j!L  ! jL  ! Ij  ! 0onde Ij é o espaço vetorial das seções invariantes pela pela monodro-mia, i.e. é o onjunto dos vetores v tais que Ajv = v: Esta suessãoexata urta dá origem à suessão exata longa de grupos de ohomolo-gia:     ! H0(X;L)  ! Ij  ! H1 (X;L)  !   pois L(X) = jL(X) = H0(X; jL); em partiular temos que h0(L) +h1(L) Pj dim(Ij):Passemos à demonstração propriamente dita.Apliquemos o álulo da araterístia de Euler ao sistema loal dual L;e de seguida adiionemos as equaçõesh0(L)  h1(L) = (2  k)rkLh0(L) + h1(L)  Xj dim(Ij):Usando a dualidade de Poinaré hi(L) = h2 i (L) temos queh0(L) + h0(L)  (2  k)rkL+Xj dim(Ij):Suponhamos que L1; e L2 são dois sistemas loais ujas matrizes de mo-nodromia pertenem às mesmas lasses de onjugação Cj: Apliquemos a iden-tidade anterior ao sistema loal L = L1 
CX L2: As seções globais de L sãoos homomorsmos de sistemas loais de L1 para L2; f. o Corolário 2.6.17, eas seções globais de L são os homomorsmos de sistemas loais de L2 paraL1: Notando que L tem rank n2 temos
5.2. LEMA DE SIMPSON 107dimHom(L1;L2) + dimHom(L2;L1)  (2  k)n2 +Xj dim(Ij):Seja D  IP1 um diso entrado em sj suiente pequeno por forma a quesj seja o únio elemento de fs1;    ; skg em D. Sejam L1; L2 sistemas lo-ais sobre D = D n fsjg om a mesma monodromia Aj e x 2 D: Entãopela equivalênia de ategorias entre os sistemas loais e a representação damonodromia temos: L1x 'xAj L2xAjL1 ' L2 $ L1x 'x L2xCom vista ao álulo de dim(Ij) omeemos por relembrar que a uma seçãoloal de L invariante em D, por ação da monodromia loal de L em sj;orresponde uma matrizM para a qual o seguinte diagrama é omutativoL1x MAj L2xAjL1x M L2xonsequentemente a dimensão do espaço das seções invariantes Ij ' fM 2GL(n; C ) j M 1AjM = Ajg de L orresponde à dimensão do grupo deisotropia da ação denida no Exemplo 1.0.8, por apliação da identidade doExemplo 1.0.16 temos então:dim(Ij) = n2   dim(Cj):Dado que existem k pontos, quanto usamos estas identidades na desigual-dade anterior o termo kn2 é anelado, pelo quedimHom(L1;L2) + dimHom(L2;L1)  2n2  Xj dim(Cj):
108 CAPÍTULO 5. RIGIDEZ E LEMA DE SIMPSONEsta desigualdade permite-nos provar o Lema. Se P dim(Cj) < 2n2   2 então, tomando L1 = L2; temos:2dimEnd(L1) > 2a qual implia que L1 não é irredutível. se Pdim(Cj) = 2n2   2 e se L1 é uma solução irredutível então paraqualquer outra solução L2 temos a desigualdade:dimHom(L1;L2) + dimHom(L2;L1)  2:Se existe um morsmo não nulo  : L1 ! L2; então ker = 0 pois L1 éirredutível, onsequentemente L1 ' L2 pois têm o mesmo rank e este énito. Se existe um morsmo não nulo  : L2 ! L1; então (L2) = L1 poisL1 é irredutível, onsequentemente L1 ' L2 pois têm o mesmo rank e este énito. Consequentemente L1 ' L2: se P dim(Cj) > 2n2   2 tendo em onta a desigualdade 5.3 temos que:dimKerD (A1;    ;Ak) > n2   1:Suponhamos por absurdo que o sistema loal L é fortemente rígido. Então:dim PGL(n; C ) = dimKerD (A1;    ;Ak); mas dim PGL(n; C )=GL(n; C )' PGL(n; C ):(A1 ;    ;Ak)  n2  1 o que é absurdo. Consequentemente L1não pode ser fortemente rígido. 
Apêndie AEspaços de RevestimentoEste Apêndie foi baseado nos livros do Neto [15℄ e Sabbah [18℄.Ao longo do apêndie iremos supor que os espaços topoólogios são: onexos, ada ponto admite uma vizinhança onexa por aros e simplesmente onexa.Denição A.0.1 Seja f : X ! Y uma apliação ontínua. Um aberto Ude Y diz-se elementar relativamente a f se, para qualquer omponenteonexa V de f 1(U); a apliaçãof jV : V! U é um homeomorsmo.Denição A.0.2 Sejam X; ~X espaços topológios. Uma apliação ontínuap : ~X ! X diz-se um revestimento de X se qualquer x0 2 X admite umavizinhança aberta U que é um aberto elementar. Chamaremos, por vezes,revestimento ao espaço topológio ~X e projeção á apliação p:Denição A.0.3 Sejam X; Y espaços topológios. Uma apliação f : X !Y diz-se um homeomorsmo loal se para qualquer x 2 X existe umavizinhança aberta U de x tal que f(U) é uma aberto e f jU : U! f(U) é umhomeomorsmo.Lema A.0.4 Seja p : ~X ! X um revestimento. Fixemos ~x 2 ~X e seja x0 =p(~x0): Dado um aminho  : [a; b℄! X tal que (a) = x0; existe um e um sóaminho ~ : [a; b℄! ~X tal que ~(a) = ~x0 e p Æ ~ = :Denição A.0.5 O aminho ~ diz-se um levantamento de :Demonstação: Seja U um aberto elementar que ontenha x0 e V a ompo-nente onexa de p 1(U) que ontem ~x0: Se ([a; b℄)  U então ~ = (p 1)jV Æ  é o únio aminho tal que ~(a) = ~x0e p Æ ~ = : 109
110 APÊNDICE A. ESPAÇOS DE REVESTIMENTO Se ([a; b℄) 6 U então existe uma família (U(t))t2[a;b℄ de abertos elementarestal que ([a; b℄)  [t2[a;b℄U(t); omo ([a; b℄) é ompato, pois  é ontínua e[a; b℄ é ompato, então podemos tomar uma subobertura nita de abertoselementares. Chamemo-lhes U1;    ;Un; sem perda de generalidade podemossupor que Ui \ Ui+1 6= ?; i = 1;    ; n   1; pois ([a; b℄) é onexo. Sejai 2 [a; b℄ tal que (i) 2 Ui\Ui+1 e tomemos n = b: Sejam V1 a omponenteonexa de p 1(U1) que ontem ~x0; V2 a omponente onexa de p 1(U1) queontem (p 1)jV1 Æ(2);    ; Vn a omponente onexa de p 1(Un) que ontem(p 1)jVn Æ (n): Por olagem da família ((p 1)jVi Æ )i2f1; ;ng obtemos umaminho ~ : [a; b℄ ! ~X tal que ~(a) = ~x0 e p Æ ~ = ; pelo que provámos aexistênia.Provemos a uniidade. Sejam ~; ~0 dois levantamentos de  tais que~(a) = ~0(a); utilizando o mesmo argumento obtemos uma obertura abertanita (ii)i2I de [a; b℄ tal que ~jIi = ~0jIi; onsequentemente ~ = ~0: Lema A.0.6 Seja p : ~X ! X um revestimento. Fixemos ~x 2 ~X e seja x0 =p(~x0): Dada uma apliação ontínua ' : [a; b℄[0; 1℄! X tal que '(a; 0) = x0;existe uma e uma só apliação ~' : [a; b℄  [0; 1℄ ! ~X tal que ~'(a:0) = ~x0 ep Æ ~' = ':Demonstração: Análoga à do Lema A.0.4. Denição A.0.7 Sejam p : ~X ! X; p0 : ~X0 ! X revestimentos de X: Umaapliação ontínua f : ~X! ~X0 diz-se um homomorsmo de revestimen-tos se o diagrama seguinte for omutativo:~Xp fX ~X0p0Lema A.0.8 Seja p : ~X ! X um revestimento simplesmente onexo, x 2 ~Xe y 2 p 1(x); então existe um e um só autmorsmo h : : ~X ! : ~X tal queh(x) = y e h é um isomorsmo.Demonstração: Seja  : [a; b℄ ! ~X um aminho em ~X e seja ~ o levan-tamento de p Æ  : [a; b℄ ! X de ponto base y; o qual é únio pelo LemaA.0.4.
111Sejam ; 0 : [a; b℄ ! ~X aminhos em ~X tais que ; 0 são homotópios,então existe uma apliação ontínua H : [a; b℄ [0; 1℄! ~X tal que H(a; t) =(t); e H(b; t) = 0(t): Pelo Lema A.0.6 existe existe uma e uma só apliaçãoontínua ~H tal que p Æ H = p Æ ~H e H(a; 0) = y: Consequentemente osaminhos ~; ~0 são homotópios, logo ~(b) = ~0(b): Podemos, então, denir aseguinte apliação: h : ~X  ! ~Xu 7 ! vonde v = ~(b) para um aminho arbitrário  tal que (b) = u; em partiularh é uma bijeção.Mostremos que h é um homeomorsmo. Seja v 2 ~X e U um aberto ele-mentar tal que p(v) 2 U: Sejam V, V' abertos de ~X tais que V é a omponenteonexa de p 1(U) que ontem u e V' é a omponente onexa de p 1(U) queontem v: Consequentemente h 1(V0) = V: Se tomarmos uma base de aber-tos elementares (Ui)i2I onluimos que h é ontínua. Pelo mesmo argumentoonluimos que h 1 também é ontínua, logo h é um homeomorsmo.Sejam h;  dois homeormorsnos que satisfaçam as ondições do enun-iado, onsequentemente = h Æ  1 é um homeomorsmo que deixa o pon-to x xo. Para mostrarmos a uniidade basta mostrar que f = id: Seja(Vi)i2I uma obertura de ~X por abertos onexos tal que (p(Vi))i2I é umafamília de abertos elementares de X. Seja Vi0 o aberto que ontem x; omof jVi0 = (pjVi0 ) 1 Æ p então f jVi0 = idVi0 ; logo f deixa invariantes todos ospontos de Vi0 : Iterando o proesso e dado que ~X é onexo temos que f = id~X:Teorema A.0.9 Entre todos os revestimentos de um espaço topológio X;existe um e um só que é simplesmente onexo.Denição A.0.10 Ao revestimento simplesmente onexo de um espaço to-pológio X hamamos o revestimento universal.Corolário A.0.11 Seja (~X; ~o) um revestimento universal de (X; o): Seja um laete em X de ponto base o e ~ o levantamento de  tal que ~(0) = ~o:Seja h[℄ o únio automorsmo do revestimento de ~X tal que h[℄(~o) = ~(1);então : 1(X; o) ~X  ! ~X;([℄; ~x) 7 ! h[℄(~x)é uma ação de 1(X; o) em ~X:
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